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Vorwort

Das vorliegende Skript ist die ausgearbeitete Version der Vorlesung Finanzmathematik I, wie Sie
im WS 2005/06 von Riidiger Frey und Thorsten Schmidt an der Universitéit Leipzig gehalten
wurde. Gegenstand der Vorlesung war eine Einfiihrung in die Finanzmathematik in diskreter
Zeit. Die Stoffauswahl orientiert sich an dem in der Literatur iiblichen Kanon.

In der gegenwirtigen Fassung erhebt das Skript nicht den Anspruch eines fertig ausgearbeiteten
Lehrbuchs. Trotz der Bemiihungen der Autoren gibt es einige Inkonsistenzen in der Notation
und sicher auch noch zahlreiche (hoffentlich) kleinere Fehler. Fiir Verbesserungsvorschlige (am
besten per email an die Autoren?) sind wir dankbar.

Riidiger Frey Thorsten Schmidt

2ruediger .frey@math.uni-leipzig.de, thorsten.schmidt@math.uni-leipzig.de



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Einfiihrung

Fragestellungen der modernen Finanzmathematik

e Bewertung und Absicherung von Derivaten. Derivate sind Wertpapiere, deren Wert
bei Filligkeit sich vom Preis eines gehandelten Basisgutes ableitet. Basisgiiter kénnen
Wertpapiere (Aktien, Devisen, Anleihen) oder Rohstoffe (Erdol, Energiepreise, etc.) sein.
Inzwischen gibt es auch Derivate, bei denen das Basisgut kein gehandeltes Gut ist, wie
etwa im Fall von Wetter- oder Versicherungsderivaten.

e Portfoliooptimierung. Hier geht es um die Zusammenstellung von Portfolios, die unter
Risiko vs. Ertragsgesichtspunkten ,,optimal“ sind, unter Umstédnden unter Beriicksichti-
gung von gesetzlichen Nebenbedingungen.

Eng verwandte Fragestellungen sind

¢ Risikomanagement. Hier geht es um Messung und Steuerung von Finanzrisiken. Es gibt
enge Beziige zur Finanzmathematik; im Risikomanagement stehen aber statistische Fragen
und die Betrachtung von aggregierten Portfolios aus sehr vielen Finanzinstrumenten mehr
im Vordergrund.

e Statistik der Finanzmairkte. Hier geht es um die Analyse von Finanzdaten und die
Schétzung von Modellen zur Beschreibung von Finanzdaten.

e Finanzmarktokonomie. Diese Disziplin analysiert die Preisbildung an Finanzmérkten
aus 6konomischer Sicht.

e Versicherungsmathematik. Es gibt zahlreiche Berithrungspunkte zwischen beiden Dis-
ziplinen; insbesondere sind Grundkenntnisse in Finanzmathematik auch fiir Versicherungs-
mathematiker sehr wichtig, etwa im Zusammenhang mit Anlagerisiken.

Die verwendeten mathematischen Techniken entstammen der Stochastik (Wahrscheinlichkeits-
theorie, stochastische Prozesse, Statistik); daneben kommen auch Techniken aus Optimierung,
Analysis (etwa partielle Differentialgleichungen) und Numerik zum Einsatz.
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Literatur. Es gibt mittlerweile eine Reihe von guten Einfithrungen in die Finanzmathematik.
Das vorliegende Skript orientiert sich an den Biichern Bingham & Kiesel (2004), Shreve (2004)
und Pliska (1997). Ein ausgezeichneter weiterfithrender Text ist Follmer & Schied (2004). Die
benétigten Hilfsmittel aus der konvexen Analysis und linearen bzw. konvexen Optimierung findet
man etwa in Bertsimas & Tsitsiklis (1997) und Bertsekas (1999).

1.2 Derivative Produkte

1.2.1 Zinsen und Nullkuponanleihen

Sei t < T . Die Nullkuponanleihe B(¢,T) gibt den heutigen (Zeit t) Preis einer Geldeinheit
in T an; B(t,T) wird auch als Diskontfaktor bezeichnet. Der Preis B(¢,T) hat die folgende
Eigenschaft:

e positive Zinsen = B(¢,T) <1

e kein Konkursrisiko (default risk), etwa im Fall von Staatsanleihen = B(T,T) = 1.

Nullkuponanleihen werden an Finanzmérkten gehandelt, speziell fiir relativ kleine Restlaufzeiten
T —t. Dariiber hinaus sind Nullkuponanleihen aber auch ein wichtiges Gedankenkonstrukt etwa
bei der Analyse von Zinsmérkten; so lassen sich die Preise der meisten gehandelten Anleihen als
Linearkombination der Preise von Nullkuponanleihen darstellen.

Zinsen. Auf Zins- und Anleihemérkten werden Preise von Nullkuponanleihen h&ufig nicht
direkt angegeben; stattdessen werden Zinssdtze quotiert. Hier gibt es verschiedene Marktkon-
ventionen.

(i) Diskrete Verzinsung (Zinseszinseffekte nur zu diskreten Zeitpunkten).

e jahrliches compounding. Sei T' € N. Bei jédhrlichen compounding ist der Zinssatz r., der
zur Nullkuponanleihe B(0,7T") gehort, durch die Gleichung

1

BOT) = 7

(1.1)

gegeben; r. hingt im Allgemeinen von T ab.

e n-faches compounding pro Jahr, etwa halb- oder vierteljahrlich, aber Annualisierung (Ska-
lierung auf Jahresbasis). Der zugehorie Zinssatz 7., ist durch die Gleichung

1

B0,T) = — vt
(14 =m)nT

(1.2)

definiert und hingt wiederum von 71" ab.

e LIBOR-rates. Ein Spezialfall ist die Liborrate mit Laufzeit « = 1 (a = 1/2 oder a = 1/4
in der Praxis). Die LIBOR-rate L(0, @) in ¢ = 0 mit compounding Periode « ist durch

1

PO T

(1.3)

gegeben. Der Name LIBOR steht fiir ,,London InterBank Offered Rate“ und hangt mit der
Art zusammen, in der LIBOR-Raten quotiert werden.
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(ii) kontinuierliche Verzinsung (auf Mirkten weniger verbreitet, aber iiblich in der Theorie
zeitstetiger Zinsmodelle). Die continously compounded yield y(0,7T) ist durch die Gleichung

B(0,T) =exp (=T y(0,7)) (1.4)

definiert, d.h. y(0,7") = —% In B(0,T). Die yield y(0,7") kann als Grenzwert des Zinssatzes r¢,
fiir n — oo betrachtet werden, da lim,,_ s (1 + %)n = e”. Fiir grofles n ist die rechte Seite von
(1.2) = e~ T'7en. Die Kurve T — y(0, T') heifit Zinsstrukturkurve im Zeitpunkt ¢ = 0.

1.2.2 Terminvertrige

Terminvertrige (engl. forward contracts) sind die einfachsten Beispiele fiir derivative Finanzpro-
dukte.

Definition 1.2.1. Ein Terminvertrag ist eine zum Zeitpunkt ¢ eingegangene Verpflichtung,

e ecin Gut G mit Preis G(t) -das Underlying-
e zu einem zukiinftigen Zeitpunkt T > t -dem Falligkeitszeitpunkt-

e zu einem in t festgelegten Basispreis K

zu kaufen. Meist wird der Basispreis so festgelegt, dass das Eingehen der Kaufverpflichtung im
Zeitpunkt ¢ kostenlos ist; in diesem Fall nennt man den Basispreis Terminpreis; der Terminpreis
fiir das Gut im Zeitpunkt t sei mit F& (¢, T) bezeichnet.

In der Praxis werden Terminvertrage auf Wertpapiere und Devisen, aber auch auf Rohstoffe wie
Edelmetalle, Rohol oder Strom abgeschlossen. Terminvertrage dienen meist der Risikokontrolle,
etwa indem sie Unternehmen helfen, Wechselkursrisiken auszuschlielen.

Manchmal spricht man bei Definition 1.2.1 auch von einer long position in einem Terminver-
trag; die Verpflichtung, das Gut G im Zeitpunkt T' > t zum in t festgelegten Preis zu verkaufen
bzw. zu liefern heifit entsprechend short position. Der Preis G(t) des Gutes im Zeitpunkt ¢
wird manchmal als spot-Preis bezeichnet.

Der Wert bei Filligkeit eines Terminvertrages in Abhéngigkeit des Preises G(T') ist durch
G(T) — K gegeben; entsprechend ist der Wert einer short position gleich —(G(T) — K) =
K — G(T). Gilt K = F%(t,T), so macht man bei einer long position in einem Terminvertrag
einen Gewinn (bzw. Verlust), falls G(T) > FC(t,T) (bzw. G(T) < FE(t,T) ).

1.2.3 Bewertung von Terminvertrigen

Falls das Gut G ein gehandeltes Wertpapier ist, so ldsst sich der Preis des Terminvertrages bzw.
der Terminpreis leicht ermitteln. Man argumentiert, dass es an einem Finanzmarkt auf Dauer
keine risikofreien Gewinnmoglichkeiten (sogenannte Arbitragemdoglichkeiten) gibt; eine formale
Definition wird in Definition 2.2.1 gegeben. Die Annahme der Arbitragefreiheit ist sinnvoll,
da vorhandene Arbitragemdoglichkeiten von Investoren ausgenutzt werden und somit nicht von
Dauer sind.

Lemma 1.2.2. Sei S(t) der Preis eines zu Spekulationszwecken gehandelten Wertpapiers, das
im Intervall [t,T]| keine Dividenden oder Zinsen auszahlt. Dann ist in einem arbitragefreien
Markt der Preis des Terminvertrages auf S mit Filligkeit T und Basispreis K gegeben durch

S(t) — B(t,T)K. Speziell gilt also fir den Terminpreis FS(t,T) = B%t%) < S(t).
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Beweis: Zum Beweis bilden wir die Auszahlung des Terminvertrages durch ein Portfolio aus
Wertpapieren und Nullkuponanleihen nach. Betrachte die folgende Tabelle; & bezeichne den
Wert einer long position im Terminvertrages.

Portfolio Wert in ¢ Wert in T
e Kaufe eine Einheit von S S(t) S(T)
e Verkaufe K Nullkuponanleihen B(-,T) —KB(t,T) -K
bzw. leihe % Geldeinheiten
e Halte short position in Terminvertrag —x - (S (T)—- K )
S(t)—-K(B(tT)—x 0

Das betrachtete Portfolio hat in T" den Wert 0, und hat, da wir Zins- und Dividendenzahlun-
gen ausgeschlossen haben, auch keine Zahlungen zu anderen zukiinftigen Zeitpunkten. In einem
arbitragefreien Markt muss also auch der heutige Wert des Portfolios gleich Null sein. Es folgt
= S(t)—KB(t,T). Der Terminpreis F*(t, T) ist derjenige Wert von K, so dass = 0. Auflsen

nach K liefert F¥(t,T) = B‘?t(t%) < S(t), da bei nicht-negativen Zinsen B(t,T) < 1. [

Das im Beweis von Lemma 1.2.2 verwandte Portfolioargument wird auch als cash-and-carry
Arbitrage bezeichnet.

Terminvertrige auf Devisen. Hier ist eine Modifikation der im Beweis von Lemma 1.2.2
verwendeten cash-and-carry Arbitrage notig, um den Zinsertrag einer Anlage in ausléndischer
Wiérung zu bertiicksichtigen. Wir verwenden folgende Notation:

e e(t) bezeichne den Wechselkurs im Zeitpunkt ¢ (Anzahl Euros pro Einheit der ausléndi-
schen Wihrung)
e BA(t,T) sei der Preis einer deutschen Nullkuponanleihe

e BS(t,T) sei der Preis in auslindischer (foreign) Wihrung einer auslindischen Nullkupon-
anleihe.

Lemma 1.2.3. In einem arbitragefreien Markt ist der Terminpreis der auslindischen Wihrung
gegeben durch

Fe(t,T) = e(t)Ti. (1.5)

Die Beziehung in (1.5) wird oft auch als gedeckte Zinsparitit bezeichnet.

Beweis: Wir verwenden wiederum ein Portfolioargument:
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Portfolio Wert in ¢ (in €) Wert in T' (in €)
e Kaufe B/ (t,T) e(t)Bf(t,T) e(T)
o Leihe e(t)B7(t,T) Geldeinheiten —e(t)Bf (t,T) —%ﬁ%ﬂ
(verkaufe e(t) gﬁg:}g Nullkuponanleihen)
e Halte short position im forward 0 —(e(T) — Fe(t,T))
mit K = Fe(t,T)
0 Fe(t,T) — e(t) 5ren)

Die Behauptung folgt, da der Wert des Portfolios in T bereits im Zeitpunkt ¢ bekannt ist und
somit gleich Null sein muss, um Arbitrage auszuschlielen. |

Terminvertrige auf commodities (Giiter, wie Rohstoffe und Edelmetalle). Hier gibt es
zwei wesentliche Unterschiede zu sogenannten financial forwards.

(i) Die Lagerkosten konnen betrichtlich sein.

(ii) Commodities werden iiberwiegend zu Produktionszwecken und nicht aus spekulativen
Griinden gekauft.

Beide Punkte fiithren zu einer Modifikation der Bewertungsargumente. Aufgrund von Punkt (i)
haben wir folgende Obergrenze fiir den Terminpreis auf eine commodity
Gt)+ L

FO,T) < BUT)

wobei G(t) der spot-Preis des Gutes und L der Gegenwartswert der Lagerkosten ist.

Falls das Gut {iberwiegend zu Spekulationszwecken gehalten wird, etwa im Fall von Edelme-
tallen, so gilt die Untergrenze F¢(t,T) > BG(IS%. Falls némlich F(t,T) < G(t), so kann man
durch eingehen einer long position im Terminvertrag und gleichzeitiges Verkaufen von G einen
Arbitragegewinn machen. Wird G dagegen iiberwiegend zu Produktionszwecken eingesetzt, so
ist short selling von G hiiufig nicht moglich, und es lidsst sich keine Untergrenze fiir F&(¢,T)

angeben. Auf Terminmérkten wird die folgende Terminologie verwendet:

e FY(1,T) > G(t) = Markt ist in contango (financial forwards)

e FE(1,T) < G(t) = Markt ist in backwardation.

Roholmérkte sind meist in backwardation; dies ist aber nicht zwangslaufig der Fall.

1.3 Optionen

1.3.1 Vertragseigenschaften und Anwendungen

Definition 1.3.1. Betrachte ein Wertpapier S (Aktie oder ausléindische Wihrung). Eine eu-
ropéische Call Option ist das Recht, das Wertpapier in einem zukiinftigen festen Zeitpunkt
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T zu einem heute fixierten Preis K zu kaufen. K heifit Ausiibungspreis (exercise price, strike),
T — t heifit Restlaufzeit.

Eine europiische Put Option ist das Recht, das Wertpapier in einem zukiinftigen festen Zeit-
punkt T zu einem heute fixierten Preis K zu verkaufen.

Eine amerikanische Call (bzw. Put) Option ist das Recht, das Wertpapier zu einem belie-
bigen zukiinftigen Zeitpunkt ¢ < 7' zu einem heute fixierten Preis zu kaufen (bzw. zu verkaufen).

Auszahlungsprofil bei Filligkeit. Wir betrachten zunéchst die Call Option. Ein rationaler
Investor wird das Optionsrecht nur ausiiben, falls S(7T') > K (anderenfalls kann er die Aktie
billiger am Markt kaufen); in diesem Fall erzielt er einen Gewinn in Héhe von S(7")— K. Insgesamt
ist die Auszahlung einer Call Option also durch

Cr = max{Sy — K,0} =: (S — K)* (1.6)
gegeben. Analog ergibt sich fiir die Endauszahlung der Put Option

Pr = max{K — S7,0} =: (K — S7)".
Die folgende Abbildung illustriert obige Auszahlungsschemata.

Cr Prt

K

K ST K ST

Optionen im Risikomanagement.

Beispiel 1.3.2 (Absichern eines Aktiendepots mit Put Optionen). Ein Anleger hélt heute (Zeit-
punkt ¢ = 0) 10 Akien im Depot mit heutigem Kurs Sy. Er méchte vermeiden, dass der Wert
der Aktienposition im zukiinftigen Zetpunkt ¢ = 1 unter den heutigen Wert Vy = 105y fallt.
Deshalb kauft er heute 10 européische Put Optionen auf S mit Ausiibungspreis K = Sp. Damit
haben wir in t = 1 den Wert

Vi — 10(51 + 0) falls S; > Sy
17 10(S1 + (So — S1)) =105 falls Sp < Sp.

Der Investor hat keinen Verlust, aber in ¢t = 0 ist eine Zahlung der Optionspramie erforderlich.

Beispiel 1.3.3 (Absichern des Wechselkursrisikos bei Rohéllieferung). Firma A erwartet in einem
Monat (in ¢ = 1) eine in USD fakturierte Rohéllieferung im Wert von 1 Mio. EUR. e; sei der
heute unbekannte USD/EUR Wechselkurs in ¢t = 1, eg = 1.15 sei der heutige Wechselkurs. Zur
Vereinfachung seien die USD und EUR-Zinsen gleich. Betrachte nun die folgenden Strategien:

e Strategie 0: ,Mache gar nichts.“

e Strategie 1 (Terminvertrag): Kaufe 1 Mio. USD auf Termin mit Basispreis K = ey = 1.15
(nach Lemma 1.2.3 ist dann heute keine Zahlung fllig)

e Strategie 2 (Option): Kaufe 1 Mio. Calls auf USD mit Filligkeit 7" = 1 (1 Monat) und
Basispeis K = 1.15; Zahle pro Option eine Pramie von Cj.
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Was passiert in einem Monat?

e1 = 1.20 (USD steigt) | e = 1.10 (USD fillt)

Strategie 0 1.1 Mio. 1.2 Mio.
Strategie 1 1.15 Mio. 1.15 Mio.
Strategie 3 | (1.15+ Cp)- 1 Mio. (1.1 4 Cp)- 1 Mio.

Das Termingeschéft bietet Schutz bei steigendem Dollar, ist aber ,riskant“ bei fallendem Dol-
larkurs. Die Option bietet immer Schutz, dafiir ist aber heute eine Pramienzahlung féllig. Die
,richtige® Absicherungsstrategie hangt von der Situation von Firma A ab.

1.3.2 Wertgrenzen fiir Optionen: Der Fall ohne Dividenden

In diesem Abschnitt diskutieren wir Wertgrenzen fiir Optionen auf Aktien. Wir machen die
Grundvoraussetzung, dass die Aktie zwischen dem gegenwértigen Zeitpunkt ¢ und der Falligkeit
T der Option keine Dividenden zahlt.

Wie oben erwéhnt, ist fiir einen européischen Call mit Ausiibungszeitpunkt 7" und Ausiibungs-
wert K auf die Aktie S die Auszahlung in T gerade (Sp — K)T , fiir einen Put (K — Sp)™.
Nehmen wir zundchst einmal an, dass die Aktie keine Dividende zahlt. Des weiteren setzen
wir voraus, dass in dem betrachteten Markt keine Arbitragestrategien existieren. Wir erhalten
folgende Wertgrenzen fiir den Call.

Lemma 1.3.4. Fir den Preis des europdischen Calls Cy zur Zeit t < T gilt unter der Voraus-
setzung, dass die Aktie bis zum Zeitpunkt T keine Dividende zahlt

(St — KB(t,T))" <C; < Si. (1.7)
Beweis: Wir zeigen zunéchst C; < S; und danach C; > Sy — KB(t,T).

(i) ,C¢ < Si*. Wir nehmen an, dass C; > S;. Betrachte die folgende Arbitragestragestrate-
gie:

Portfolio Wert in ¢ Wert in T
ST <K ST > K
o Verkaufe Call —C —Cr=0 —-Cr=—(5Sr—K)
o Kaufe Aktie Sy St St
S —Cy <0 St >0 K>0

Investiert man in diese Strategie, so erhélt man also zu Beginn einen positiven Betrag und an T’
ebenfalls einen positiven Betrag, so dass dies eine Arbitragestrategie ist. Es folgt, dass Cy > Sy
nicht gelten kann.

(ii) ,Cy > Sy — KB(t,T)“. Klar ist, dass Cy > 0 ! Wir nehmen an, dass
Cy < Sy — KB(t,T). Betrachte folgende Arbitragestrategie:
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Portfolio Wert in ¢ Wert in T'
St <K St > K
e Kaufe Call Cy Cr=0 Cr=85r—-K
e Kaufe K Nullkuponanleihen | KB(t,T) K K
e Verkaufe Aktie —5; —Sr —Sr
<0 K-5>0 S;—K+K-5r=0

Diese Strategie offeriert also zur Zeit t einen positiven Betrag und zur Zeit T" keine Ausgabe,
also einen Arbitragegewinn. Es folgt die Behauptung. |

Es ist interessant, sich die untere Grenze genauer anzusehen. ,>“ heifit, dass man den Call-
Preis in zwei Teile zerlegen kann:

Ct = St — Ke_r(T_t)

4z, x2>0.

Das folgende Lemma zeigt, dass x gerade durch die Pramie fiir einen Put gegeben ist.

Lemma 1.3.5 (Put-Call Paritit). Fir den Preis des europdischen Calls (Cy) und Puts (P;) auf
eine aktie S ohne Dividendenzahlung gilt folgender Zusammenhang:

Ct = St - KG_T(T_t) + Pt. (18)
Beweis: Die Idee ist, zwei Portfolios zu bestimmen, die in T" den gleichen Wert haben und im
Zeitintervall (¢,T') keine Auszahlungen haben. Dann miissen sie auch zu jedem anderen Zeitpunkt
den gleichen Wert haben.

Portfolio 1 Wert in ¢ Wert in T
St <K St > K
e Kaufe Call Cy Cr=0 Cr=5r—-K
e Kaufe K Nullkuponanleihen KB(t,T) K K
Cy+ KB(t,T) max{Sr, K}
Portfolio 2
e Kaufe Put P Pr=K- S5t Pr=20
e Kaufe Aktie Sy ST St
P+ S max{Sr, K}

Es ist iiberraschend, welche weitreichende Konsequenzen das einfache Lemma 1.3.4 hat: Ne-
ben européischen Optionen gibt es auch amerikanische Optionen. Insbesondere bei einem Call
gestaltet sich die Beziehung besonders einfach. Mit C, PtA bezeichnen wir den Wert eines
amerikanischen Calls bzw. Puts.

Satz 1.3.6 (Satz von Merton). Unter der Voraussetzung, dass die Aktie S in [t,T] keine Di-
videnden zahlt, ist es nie optimal, einen amerikanischen Call vorzeitig auszutiben. Insbesondere
gilt also

Cci =, (1.9)
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Beweis: Zunichst einmal ist klar, dass C/* > C;. Angenommen, der amerikanische Call wird
vorzeitig ausgeiibt, etwa zum Zeitpunkt 7 < T'. Der Inhaber erhiilt (S; — K)*. Allerdings gilt
fiir den Wert der européischen Option C; > S; — KB(7,T); C- ist damit strikt grofier als der
Ausiibungswert des amerikanischen Calls, und wir erhalten

CA>C,>8S, —KB(1,T)> S, - K.

Also hat der Ausiibende weniger Geld erhalten, als sein Call zu dieser Zeit am Markt wert war.
Demnach lohnt es sich nicht, ihn vorzeitig auszuiiben. |

Im wesentlichen beruht diese Aussage darauf, dass der Ausiibungswert K weiter verzinst wird,
und man bei vorzeitigem Ausiiben diesen Zins verlieren wiirde.

Bemerkenswerterweise ist das beim amerikanischen Put genau umgekehrt, so dass sich vorzeitiges
Ausiiben lohnen kann. Ebenso verhélt es sich im Fall, wenn die Aktie eine Dividende zahlt.

Lemma 1.3.7 (Put-Call Relation fiir amerikanische Optionen). Fir amerikanische Calls und
Puts mit Preisen C{* bzw. P2 mit jeweils identischen Merkmalen (K, T) gilt

Si— K <Cf—PA<S — KT, (1.10)

Beweis: Offensichtlich ist P > P;. Aus der Put-Call Paritit fiir européische Optionen erhalten
wir C; — P, = Sy — Ke "™~ ynd mit Satz 1.3.6

C?—PtA:Ct—PtA S Ct—Pt.
Damit folgt die rechte Seite.

Fiir die linke Seite zeigen wir S; + P/ < C{* + K. Hierbei ist C{* = C;. Wiihle eine belie-
bigen aber festen Zeitpunkt 7 € (¢,T]. Fiir 7 = T erhalten wir Ausiibung an Maturitét, also das
Auszahlungsprofil eines européischen Puts. In der Handelsstrategie von Portfolio 1 wird man
den Betrag K auf ein Bankkonto einzahlen. Dieses Bankkonto wird mit einem risikolosen aber
moglicherweise zufilligem Zinssatz verzinst. Der Betrag K hat an einem spéteren Zeitpunkt
T > t einen gestiegenen Wert, den wir mit K3(7 —t) > K bezeichnen. Wir betrachten die
folgenden beiden Portfolios

Portfolio 1 Wert in ¢t | Wert in 7 € (¢, 7
o Kaufe am. Call C =G, CA=C,
e Zahle K auf Bankkonto K Kp(r—1t)

Ci+K | Cr+KB(r—1)

Portfolio 2

o Kaufe am. Put und PtA
iibe ihn in 7 aus (K —S;)t
o Kaufe Aktie St Sr

PtA+St ST+(K_ST)+
= max{S;, K}
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Fiir den Wert von Portfolio 1 gilt im Zeitpunkt 7 € (¢, 7]
Cr+KB(r—t)>Cr +K > (S, —KB(1,T))" + K > (S, — K)" + K = max(S,, K).

Somit ist der Wert von Portfolio 1 an jedem Ausiibungszeitpunkt (inklusive Maturitéit 7") grofer
oder gleich dem Wert von Portfolio 2 und somit aus Arbitragegriinden auch an ¢. |

1.3.3 Wertgrenzen fiir Optionen: Der Fall mit Dividenden

Fiir eine kurze Laufzeit kann man die Dividenden recht prézise vorhersagen. Nehmen wir also
an, der Wert der zukiinftig auszuzahlenden Dividenden (bis Maturitét) sei bekannt.
Mit D bezeichnen wir die Summe der auf ¢t abdiskontierten Dividendenauszahlungen. Man erhélt
unmittelbar

Cy>S—D—KB(t,T), (1.11)

indem man die vorigen Ergebnisse auf S; — D anwendet, genauer auf ein Portfolio
n
Sy =Y _ D;B(t,T)),
i=1
wobei n Dividenden der Hohe D; an T; bis zur Maturitiat 1" ausgezahlt werden.

Fiir den amerikanischen Call wird sich erweisen, dass es optimal sein kann, an Dividendenzeit-
punkten auszuiiben, vgl. Hull, Chapter 10. Betrachten wir eine mogliche Ausiibung an einem
Dividendenzeitpunkt 7T;. Ausiiben wird man nur, falls Sz, > K. Genau genommen, wird man
direkt vor der Dividendenzahlung ausiiben. Den Wert der Aktie bezeichnet man dann mit Sz,_,
wobei diese Notation noch einmal explizit auf den linken Grenzwert hinweist, St,— := lim7, S;.
Die Auszahlung durch Ausiiben ist dann gerade

S(T,—) — K.
Allerdings gilt ebenso fiir den Preis des Calls an T;, also nach Auszahlung der Dividende:
Cy > Cr, > St,- — D; — KB(T;, T).

Ist der Preis hoher als die Auszahlung durch Ausiiben, so ist es natiirlich nicht optimal aus-
zuiiben. D.h. es ist nicht optimal auszuiiben, falls

D; < K(l - B(E,T)).

Es ldsst sich zeigen, dass im Fall D; > K (1 - B(T;, T )) Ausiiben immer optimal ist.

1.3.4 Optionsstrategien

Die Gewinnprofile (Payoff — Prémie) einfacher européischer Calls sehen wie folgt aus:
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74

Aus den Plain-Vanilla Optionen lassen sich verschiedene Payoff-Profile generieren. Insgesamt
gibt es fiinf Grundtypen konstruiert aus + Call + Put + Asset.

1. Bull-Call-Spread: Calls mit unterschiedlichen Strikes K7 < Ks.
Payoff: + Call(K;) — Call(K>):

A
Cc

2. Bear-Call-Spread: vertausche K7 und Ko.
3. Straddle: Call und Put mit gleichem Strike

A
Cc

v

4. Strangle
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5. Butterfly: + Call(K;) — 2 Call(K3) + Call(K3):

(o

A

A

16



Kapitel 2

Einperiodenmodelle zur
Wertpapierbewertung

2.1 Das Modell

In diesem Kapitel betrachten wir ein Einperiodenmodell unter Unsicherheit mit den folgenden
Eigenschaften.

MODELLSTRUKTUR. Es gibt 2 Zeitpunkte, ¢t = 0 und ¢ = T". Handel von Wertpapieren findet in
t = 0 statt; die Auszahlung der Wertpapiere erfolgt in 7. Im Zeitpunkt T sind K Zusténde der
Welt mit positiver Wahrscheinlichkeit moglich; diese sind durch die Menge Q = {w1,...,wk}
beschrieben. Da Q2] = K < oo, kénnen wir eine Zufallsvariable X :  — R mit einem Vektor
X € R durch die Festlegung X}, := X (wy), 1 < k < K, identifizieren; diese Identifikation wird
im folgenden h#ufig implizit verwendet.

WERTPAPIERE. Die einzige Moglichkeit Geld von ¢ = 0 nach T zu transferieren, ist der Han-
del von Wertpapieren. Es werden N Wertpapiere ai,...,ay gehandelt. Ein Wertpapier ist
vollstandig beschrieben durch seine Auszahlung in den Zustdnden wp € €2 im Zeitpunkt 7.
Die Auszahlung des Wertpapiers n in Zustand k wird mit a,,(wy) bezeichnet. Wir definieren eine
K x N-Matrix D (die Auszahlungsmatrix) durch dg, := a,(wy), also

ar(w1) -+ an(wr)
D— ) )

al(wK) e aN(wK)

PorrroLIOS. In diesem Modell entscheidet ein Investor also zur Zeit ¢t = 0, wieviel er von
welchem Wertpaper kaufen bzw. verkaufen will. Dabei sind sogenannte Leerverkidufe (short-
selling) erlaubt, d.h. ein Marktteilnehmer hat die Moglichkeit in Aktien auch negative Positionen
zu beziehen. Ebenso kann er beliebig stiickeln um beispielsweise 1/3 Aktien zu kaufen. Formal
beschreiben wir die Position eines Investors durch einen Vektor 8 = (61,...,0x)" € RY. Dabei
gibt fiir 1 < n < N die Zahl 6,, die Einheiten von Wertpapier a,, im Portfolio an. Falls 8,, < 0
spricht man von einer short-position in Wertpapier n, falls 6, > 0 entsprechend von einer long
position.

Erreichbare Auszahlungen und Marktvollstdndigkeit. Die Auszahlung eines Portfolios
0 = (0,...,0y)" im Zustand wy, ist offensichtlich gegeben durch

N N
Wk = Zenan(wk) = denﬁn = (De)k
n=1

n=1

17
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In Vektornotation lasst sich die Auszahlung des Portfolios 8 also durch die Zufallsvariable W =
(W1,...,Wg) mit W = D8 beschreiben.

Definition 2.1.1. 1. Unter einer bedingten Auszahlung (contingent claim) verstehen wir eine
Zufallsvariable W = (W7, ..., Wy)'; Wy, beschreibt die Auszahlung von W gegeben dass der
Zustand wy, eintritt.

2. Eine bedingte Auszahlung W heisst erreichbar (gegeben D), falls ein Portfolio 6 existiert mit
W = D@. Das Portfolio 0 heisst Replikationsportfolio fiir W.

Beispiel 2.1.2. Wir betrachten ein Modell mit zwei Wertpapieren, Nullkuponanleihe und Aktie.
Die Zustidnde der Welt seien beschrieben durch die verschiedenen Werte, die der Aktienkurs in
T annehmen kann.

FaLL 1. Es gebe 2 Moglichkeiten fiir den Aktienkurs in T, Sp = 180 und Sy = 120. Die
Auszahlungsmatrix ist somit gegeben durch

1 180
b= (1 120)’
wobei die erste Spalte der Auszahlung der Nullkuponanleihe und die zweite Spalte der Aus-
zahlung der Aktie entspricht. Betrachten wir nun eine Call Option auf S mit Ausiibungspreis
K = 150 und Filligkeit T'. Der zugehorige Auszahlungsvektor ist W = (30, 0)’. Die Auszahlung

des Calls ist erreichbar, falls das lineare Gleichungssystem W = D@ eine Losung hat, d.h. falls
es 01,05 gibt, die das Gleichungssystem

61 + 1806, = 30
6 + 1200, = O
erfiillen. Dies ist der Fall fur §; = —60, 62 = 1/2, d.h. ein Replikationsportfolio ist durch eine

short-position von 60 Nullkuponanleihen und eine long-position von 0.5 Aktien gegeben.

FALL 2. Es gebe drei Moglichkeiten fiir den Wert von Sp: S = 180, ST = 120, und zuséitzlich
St = 150. Die Auszahlungsmatrix hat in diesem Fall folgende Form:

1 180
D=|1 150
1 120

Unser Call hat somit in 7' die Auszahlung W = (30,0,0)’. Man sieht unmittelbar, dass das
Gleichungssystem W = D@ in diesem Fall keine Losung hat. Wir erhalten das folgende lineare
Gleichungssystem:

6, + 1806, = 30 (2.1)
01 +1500, = 0 (2.2)
01+ 120605, = 0. (23)

Aus Fall 1) wissen wir, dass (2.1) und (2.3) auf ; = —60,602 = 1/2 fithren. Setzen wir diese
Werte in (2.2) ein, so erhalten wir —60 + 1/2 - 150 = —60 + 75 # 0. Der Call ist also nicht
erreichbar.

Obiges Beispiel motiviert die folgende

Definition 2.1.3. Ein Modell mit Auszahlungsmatrix D € REXN heisst vollstindig, falls jede
bedingte Auszahlung W € RE erreichbar ist.

Bemerkung: Da der Rang einer Matrix gleich der Dimension des Bildraums ist, ist ein Modell
mit Auszahlungsmatrix D offensichtlich genau dann vollsténdig, wenn der Rang von D gleich K
ist. Insbesondere muss als N > K gelten, d.h. es gibt mindestens so viele handelbare Wertpapiere
wie Zusténde der Welt.
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2.2 Arbitragefreiheit und Zustandspreise/ Martingalwahrschein-
lichkeiten

2.2.1 Arbitragefreiheit und Zustandspreise

Mochte man in ¢ = 0 Wertpapiere kaufen, so hat man dafiir einen gewissen Preis zu zahlen. Die
Preise fiir die N Wertpapiere seien gegeben durch den Vektor § = (Si,...,Sy) € RY. So ist
Sy der Preis, den man im Zeitpunkt ¢t = 0 zahlen muss, um in 7' die Wertschrift a,, zu erlangen.
Der Preis eines Portfolios 8 bzw. sein Wert im Zeitpunkt ¢ = 0 ist somit offensichtlich gegeben
durch

N
vy =560=(50 =3 5.6, (2.4)
n=1

Bei gegebener Modellstruktur ist ein Markt durch ein Paar (D, S), D die Auszahlungsmatrix
und S der Preisvektor in ¢ = 0, beschrieben. Wir wollen zunéchst die Frage untersuchen, welche
Preissysteme bei gegebener Auszahlungsmatrix D keine Arbitrage zulassen, da nur solche Preise
mit einem Gleichgewicht auf dem Kapitalmarkt vereinbar sind.

Definition 2.2.1 (Arbitrage im Einperiodenmodell). Wir betrachten den Markt (D, S). Eine
Arbitrageméglichkeit ist ein Portfolio 8 = (6,...,0x) mit

(i) VOH = 8’60 <0, d.h. in t =0 ist der Preis des Portfolios < 0.

(i) SN an(wp)fn >0, 1 < k < K, d.h. die Auszahlung von @ ist in jedem Zustand wj, € Q
nicht-negativ.

(iii) Es gilt ' < 0, oder es gibt ein k mit S.N_ | a,(wy)6, > 0.

Ein Markt (D, S) heisst entsprechend arbitragefrei, wenn es keine Arbitragemdoglichkeit gibt.
Unser Ziel ist die Charakterisierung von arbitragefreien Preissystemen zu gegebener Auszah-
lungsmatrix D. Dazu brauchen wir folgende Definition.

Definition 2.2.2. Ein Vektor von Zustandspreisen fiir den durch eine Auszahlungsmatrix D
und ein Preisvektor S gegebenen Markt ist ein Vektor v € R¥ mit ¢, > 0, Vk € {1,..., K},
der die Gleichung S = D't 16st, wobei D’ die transponierte Matrix von D bezeichnet.

Betrachte eine erreichbare bedingte Auszahlung W = D@. Ein Kandidat fiir den Preis dieser
Auszahlung in t = 0 ist der Preis §’6 des Replikationsportfolios 8. Das folgende Lemma zeigt,
dass sich dieser Preis auch mit Hilfe von Zustandspreisen ausdriicken l&sst.

Lemma 2.2.3. Gegeben sei ein Vektor 1 € RX mit 4y, > 0 fiir alle k. Dann ist ¥ genau dann
ein Vektor von Zustandspreisen, wenn fiir jede erreichbare bedingte Auszahlung W = D@ die

Identitit 4'W = S'@ gilt.

Beweis: Es gilt wegen W = D@ nach Definition der transponierten Abbildung
YW = (¢, D8) = (D', 0). (2.5)

Falls 4 ein Vektor von Zustandspreisen ist, so gilt S = D’t, und die linke Seite von (2.5) ist
gleich §’0. Gilt umgekehrt die Identitit 1»'W = §’0, so folgt aus (2.5), dass (D', 0) = (S, 0)
fiir alle @ € RV, und somit die Identitit S = D'tp. [
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Interpretation der Zustandspreise. Betrachte einen erweiterten Markt, auf dem neben den
Wertpapieren ay, .. .,an auch noch fiktive Wertpapiere mit Auszahlung ey, 1 < k < K , gehan-
delt werden, wobei e, den k-ten Einheitsvektor in Rx bezeichnet. Diese fiktiven Wertpapiere
sind auch unter dem Namen Arrow-Debreu Securities bekannt. Fiir ein 6konomisch sinnvolles
Preissystem ) fiir die Arrow-Debreu securities miissen die folgenden beiden Bedingungen gelten.

(i) Positivitét, d.h. ¢ > 0 fir alle 1 <k < K.

(ii) Kompatibilitdt mit den Preisen der gehandelten Wertpapiere. Einerseits lisst sich jede
Auszahlung W als Linearkombination der Arrow-Debreu securities darstellen; dies fiihrt
auf den Preis ¥/'W fiir W. Fiir eine erreichbare Auszahlung W = D@ ist alternativ
der Preis durch S’0 gegeben. Kompatibilitit bedeutet somit, dass fiir alle erreichbaren
Auszahlungen die Identitiit 9/’W = S’ gelten muss.

Geméfl Lemma 2.2.3 ist ein Vektor von Zustandspreisen also gerade ein 6konomisch sinnvolles
Preissystem fiir die Arrow-Debreu securities.

Satz 2.2.4 (1. Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung). Ein durch Auszahlungsmatriz D
und Preis S gegebener Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn mindestens ein Vektor von
Zustandspreisen existiert.

Beweis: 1. Existenz von Zustandspreisen = Arbitragefreiheit. Nach Lemma 2.2.3 gilt
fiir jede erreichbare Auszahlung W = D@ die Identitiit p’W = S§'0. Falls also W}, > 0 fiir alle k
so folgt fiir den Preis des Portfolios dass 8’0 > 0; falls dariiberhinaus W}, > 0 fiir mindestens ein
k, so gilt sogar §'6 > 0. Es kann somit keine Arbitragemoglichkeiten im Sinn von Definition 2.2.1
geben.

2. Arbitragefreiheit = Existenz von Zustandspreisen. Das wichtigste Hilfsmittel ist fol-
gender strikter Trenungssatz fiir konvexe Mengen.

Proposition 2.2.5. C und M seien abgeschlossene konvexe Mengen in R%, C sei kompakt. Es
gelte C N M = (. Dann gibt es ein z # 0 € R? und ein b € R, so dass fiir allex € M,y € C
die Ungleichung z'x < b < 2’y gilt.

Wir wenden nun den Trennungssatz auf unseren Beweis an. Definiere die beiden folgenden
Mengen.

M = {(z,2441) e RF T 2 = DO, 2x 1 = —5'0,0 € RV}, (2.6)
K+1

C::{wERKH:xiZO,lSiSK—FLZmz‘zl}- (2.7)
=1

Nach Definition ist M ein linearer Unterraum des RX*! (also insbesondere abgeschlossen und
konvex); C' ist abgeschlossen, konvex und kompakt. Die Arbitragefreiheit des Modells im Sinn
von Definition 2.2.1 impliziert unmittelbar, dass C N M = (). Nach Proposition 2.2.5 gibt es
zeREFL ph e R, sodass 27x < b < 2y fir alle x € M,y # 0 € C gilt. Da M ein linearer
Raum ist, kann dies nur gelten, falls z € M~'; somit ist b > 0. Da auflerdem z'y > b > 0 fiir
alle y € C, folgt, dass die Komponenten von z alle strikt positiv sind. Wir definieren nun den
gesuchten Vektor von Zustandspreisen durch

Yk = 2k/2k+1, 1<k<K. (2.8)
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Es ist noch zu zeigen, dass 1 die Gleichung S = D't 16st. Hierzu argumentieren wir wie folgt.
Da z € M+, gilt fiir beliebiges 8 € RY

0= <Z’K+1¢,D0> — ZK+1<S, 0> = ZK+1 ((D/¢,0> — <S,0>) .
Es folgt, dass (S,8) = (D4, 8) fiir alle # € R" und somit die Behauptung. [ |

Beispiel: Wir betrachten einen Wertpapiermarkt mit 3 Wertpapieren und 2 Zustdnden. Es

gelte:
(4 6 2 ;
D= <12 3 9>, S =(7,3,5).

Wir wollen zeigen, dass der durch (D, S) gegebene Wertpapiermarkt arbitragefrei ist. Nach dem
ersten Fundamentalsatz miissen wir zeigen, dass es einen Vektor von Zustandspreisen 1) gibt
mit 1,19 > 0. Die Gleichung fiir v lautet:

4 12 7
6 3 <Z?> =(3],
2 9 2 5
bzw. bereits etwas umgeformt:
61 + 3¢ = 3 (2.10)
8Py = 4. (2.11)

Gleichung (2.11) und (2.10) liefern uns das Resultat o = 1/2, ¢y = 1/4. Man iiberpriift
sofort, dass diese Zahlen auch Gleichung (2.9) erfiillen. Der Zustandspreisvektor ist somit gleich

(1/2,1/4)".

Bewertung von erreichbaren bedingten Auszahlungen. Die folgende Proposition zeigt,
dass auf einem arbitragefreien Markt der Preis einer erreichbaren bedingten Auszahlung W =
D - 0 durch den Preis S’0 eines Replikationsportfolios 8 gegeben ist.

Proposition 2.2.6. Betrachte einen arbitragefreien Markt (D, S~) und eine erreichbare Auszah-
lung, W = D - 0. Dann ist der Markt mit Auszahlungsmatriz D = (D, W) € REXINHD) 4y d
Preis S = (S, Sn41)" € RN arbitragefrei < Syy1 =S'0.

Beweis: “=.” Falls Syy1 > 5’0, so besteht eine Arbitragemoglichkeit durch Kauf des Re-
plikationsportfolios und Verkauf von W, d.h der Vektor @ = (6;,...,0y,—1)" ist eine Arbi-
tragemoglichkeit. Falls Syy1 < S0, so ist der Vektor 8 = (—6q,...,—0y,1) eine Arbitra-
gemoglichkeit.

“< Sei 9 ein Zustandspreisvektor fiir den Markt (D, S). Man rechnet sofort nach, dass v
auch die Gleichung S = D't 16st und somit auch ein Zustandspreisvektor fiir den erweiterten
Markt ist. Hieraus folgt unmittelbar die behauptete Arbitragefreiheit. |

2.2.2 Zustandspreise und risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafle

Wir wollen eine probabilistische Interpretation der Zustandspreise geben, weil sich diese Inter-
pretation besser auf Mehrperiodenmodelle iibertragen ldsst. Hierzu miissen wir zunéchst Zinsen
in unserem Modell einfiihren.
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Gegeben sei ein Markt mit Auszahlungsmatrix D und Preissystem S. Ein Portfolio @ mit Aus-
zahlung DO = (1,...,1)" heisst risikofreies Portfolio. Offensichtlich entspricht die Auszahlung
eines risikofreien Portfolios gerade dem payoff der Nullkuponanleihe B(-,T'). Existiert ein der-
artiges Portfolio, so ist der Preis der Nullkuponanleihe in ¢ = 0 durch B(0,7) = S’ gegeben,
und wir kénnen den Einperiodenzinssatz v durch die Gleichung S'8 = 1/(1 + r) definieren..

Definition 2.2.7. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ auf Q = {w;, ..., wx } mit g, := Q({w}) > 0,
k=1,..., K, heisst risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaj$ fiir den Markt (D, S), falls fiir jede
erreichbare Auszahlung W = D@ gilt, dass

K

1 1

S'6 = T > Wy, = mEQ(W). (2.12)
k=1

Die Bewertungsregel (2.12) heisst risk-neutral pricing rule.

Das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafl wird oft auch als Martingalmaf$ bezeichnet, da die
abdiskontierten Auszahlungen der gehandelten Wertpapiere unter ¢Q Martingale sind (siehe An-
hang). Die Wahrscheinlichkeiten g sind durch die Marktstruktur (D und S) festgelegt und sind
typischerweise verschieden von den realen Eintrittswahrscheinlichkeiten der Zustédnde wy. Der
Name risikoneutrale Wahrscheinlichkeit kommt daher, dass diese Wahrscheinlichkeiten gerade
den Erwartungen eines risikoneutralen Investors entsprechen, die mit dem Preissystem S in Ein-
klang stehen. Die risk-neutral pricing rule erlaubt es, Preise erreichbarer Auszahlungen analog
zu aktuariellen (versicherungstechnischen) Bewertungsregeln als Erwartungswert der abdiskon-
tierten Endauszahlung zu berechnen. Im Unterschied zu einer aktuariellen Bewertung wird in
der risk-neutral pricing rule aber mit einem risikoneutralen Mafl () und nicht mit den realen
Eintrittswahrscheinlichkeiten gearbeitet.

Proposition 2.2.8. Gegeben ein Markt (D, S) mit risikofreiem Portfolio @ und zugehdorigem
FEinperiodenzinssatz r.

1. Sei ¢ ein Vektor von Zustandspreisen zu unserem Markt. Dann st das durch qp :=
wk/Zszl Ui definierte Maf$ QQ ein ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmayfs.

2. Sei Q ein risikoneutrales MafS. Dann ist der durch vy = qi/(1+ 1) definierte Vektor 1
ein Zustandspreisvektor.

Die Proposition zeigt, dass sich Zustandspreise und risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafle ein-
eindeutig entsprechen. Insbesondere ist also nach dem 1. Fundamentalsatz die Arbitragefreiheit
eines Marktes dquivalent zur Existenz eines risikoneutralen Mafles.

Beweis: 1) Das W-maf} @ ist offensichtlich wohldefiniert; dariiber hinaus gilt g > 0 fiir alle
k. Wir miissen die risk-neutral pricing rule (2.12) tiberpriifen. Sei W = DS eine erreichbare
Auszahlung. Dann gilt fiir deren Preis §'6 nach Lemma 2.2.3:

K K K
5'6 = Z YWy = (Z %Z)k) Z%Wk. (2.13)
k=1 k=1 k=1

Nun ist 25:1 ¥y der Preis des risikoneutralen Portfolios mit Auszahlung (1,...,1)". Also gilt
S'0=(1+r)"1 Zle QW

2) Wir miissen zeigen, dass v die Gleichung S = D’ lost. Nach der risk-neutral pricing
rule (2.12) und der Definition von % gilt fiir jede erreichbare Auszahlung die Gleichung

K

1

S0= 1> aWi=y¢'W,
k=1

so dass die Behauptung unmittelbar aus Lemma 2.2.3 folgt. |
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2.3 Eindeutigkeit von Zustandspreisen und Marktvollstindigkeit

Gemif Definition 2.1.3 heisst ein Wertpapiermarkt mit Auszahlungsmatrix D vollstdndig, wenn
jede bedingte Auszahlung W erreichbar ist. Im folgenden Satz geben wir eine Charakterisierung
vollstandiger Mérkte.

Satz 2.3.1 (2. Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung). Sei (D, S) ein arbitragefreier Markt.
Dann gilt: Es gibt genau einen Vektor von Zustandspreisen genau dann, wenn der Markt
vollstindig ist.

Aus Proposition 2.2.8 folgt unmittelbar, dass Marktvollstéandigkeit auch dquivalent ist zur Ein-
deutigkeit des risikoneutralen Mafles.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Marktvollstdndigkeit Eindeutig des Zustandspreisvektors im-
pliziert. Jeder Zustandspreis 16st die Gleichung S = D’1p. Falls es also zwei verschiedene Vektoren
11, P9 von Zustandspreisen gibt, so gilt mit x = 11 — Y9

0=8—-8=D"¢p1 — D'tpg = D'(¢p1 — 1p2) = D'w.

Der Vektor x steht also senkrecht auf allen Zeilen von D’ bzw. auf allen Spalten von D. Dies
bedeutet, dass die Auszahlung @ nicht erreichbar ist.

Umgekehrt folgt aus Unvollstindigkeit des Marktes sofort, dass es ein € RX gibt, das ortho-
gonal ist zu allen Spalten von D und somit die Gleichung D'z = 0 16st. Sei v ein Zustands-
preisvektor fiir (D, S). Da die Komponenten von 1 alle strikt positiv sind, folgt dies auch fiir
¥ = 1 + Az, falls \ geniigend nahe bei Null ist. Ausserdem gilt

D'y = D'+ A\D'x =D =8,

so dass 9 und 1 zwei verschiedene Zustandspreise reprisentieren. |

Bemerkung: Der Beweis von Satz 2.3.1 stiitzt sich im wesentlichen auf die aus der linearen
Algebra bekannte Identitiit ker D' = (im D)+,

Beispiel 2.3.2. Wie in Beispiel 2.1.2 betrachten wir einen Markt mit

1 180
D=1 150, und S = (1, 150)".
1 120

Wir wissen bereits, dass der Markt unvollsténdig ist. Im folgenden bestimmen wir alle Zustands-
preise/Martingalmafe. Die Bedingung S = D’4p fiihrt auf das LGS

180h; + 15045 + 120053 = 150
Y1+ + Y3 =1, 1 > 0.

Das LGS fiihrt auf Losungen der Form ¢ = 13,19 = 1 — 293, die Bedingung 1); > 0 also auf
Zustandspreise der Form v = {(a, 1—-2a,a),a € (O, %)}
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2.4 Unvollstiandige Mirkte

Wir betrachten im folgenden stets einen unvollstdndigen arbitragefreien Markt D, .S. Auflerdem
nehmen wir der Einfachheit halber an, dass das erste Wertpapier eine Nullkuponanleihe ist, d. h.
a1(ws) =1Vs=1,... K. Fiir eine nicht erreichbare bedingte Auszahlung W (etwa eine Option)
stellen sich zwei Fragen.

e Wie kann ein Verkdufer das mit dem Verkauf von W verbundene Risiko durch Wahl eines
geeigneten Portfolios @ zumindest reduzieren? Man spricht von Absicherung eines Derivats
(englisch hedging).

e Konnen fiir nicht erreichbare Auszahlungen zumindest Preisschranken angegeben werden?

2.4.1 Preisschranken fiir nicht erreichbare bedingte Auszahlungen

Wir beginnen mit der zweiten Fragestellung. Hier haben wir folgendes allgemeines Ergebnis.

Proposition 2.4.1. Betrachte einen arbitragefreien Markt (12, S) und eine bedingte Auszahlung
W. Nimm an, dass W nicht erreichbar ist. Bezeichne mit W die Menge aller Zustandspreise.
Dann ist jeder Preis im offenen Intervall

(inf{¢’w L€ B, sup{p'W o € xi/}) (2.14)

vereinbar mit Abwesenheit von Arbitrage.

Beweis. Falls W nicht erreichbar ist, so zeigt man analog zum Beweis des 2. Fundamentalsatzes,
dass inf¢ b YW < SUPq) ¥'W. Sein nun ein Preis S fiir W aus dem offenen Intervall

(2.14) gegeben. Aufgrund der Konvexitidt der Menge ¥ aller Zustandspreise folgt unmittelbar
die Existenz von ¥ € ¥ mit S = 9'W und somit die Behauptung. |

Es gibt eine Reihe von sinnvollen und interessanten Ansétzen zur Bestimmung von Absiche-
rungsstrategien, durch die das mit dem Verkauf einer bedingten Auszahlung verbundene Risiko
vermindert werden kann. Im folgenden werden wir zwei derartige Ansétze diskutieren, Superre-
plikation und das sogenannte Quadratic Hedging

2.4.2 Superreplikation

In der folgenden Definition verallgemeinern wir den Begriff der Erreichbarkeit.

Definition 2.4.2. Gegeben sei eine bedingte Auszahlung W. Ein Superreplikationsportfolio fiir
W ist ein Portfolio @ mit DO > W.

Der Preis des Superreplikationsportfolios ist durch §’8 gegeben. Der Verkiiufer einer bedingten
Auszahlung W, beispielsweise einer Option, kann das mit dem Verkauf der Option verbunde-
ne Risiko vollsténdig eliminieren, indem er einer Superreplikationsstrategie 8 folgt; die dadurch
entstehenden Kosten in ¢ = 0 sind durch den Wert V00 des Portfolios gegeben. Superreplikations-
strategien fithren allerdings unter Umstédnden zu sehr hohen Kosten fiir die Risikoelimination.
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Im Kontext von Beispiel 2.3.2 ist eine mdogliche Superreplikation fiir die Auszahlung W =
(30,0,0)" (Call-Option auf die Aktie mit K = 150) durch 8 = (—120, 1) mit Preis —120+150 = 30
gegeben. Es gilt

60 30
D= (30] >0
0 0

Kostenminimale Superreplikationsportfolios. Die Bestimmung eines kostenminimieren-
den Superreplikationsportfolios fithrt unmittelbar auf folgendes lineares Optimierungsproblem:

mein S'0 beziigl. DO >W (PP)

Wir werden im folgenden die Dualitétstheorie der linearen Optimierung auf dieses Problem
anwenden. Insbesondere wird sich zeigen, dass das duale Problem auf eine intuitive 6konomische
Charakterisierung der Superreplikationskosten fiithrt. Das duale Problem zu (PP) hat die Form

m@zgx Y'W beziigl. D' =S, 1 > 0; (DP)

siehe etwa Kapitel 4 von Bertsimas & Tsitsiklis (1997). Beachte dass jeder Vektor von Zustands-
preisen ein Element des zulidssigen Bereichs von (DP) ist. Wir haben folgende Abschéitzung fiir
Losungen von (DP) und (PP).

Lemma 2.4.3 (schwache Dualitét). Sei 0 zuldssig in (PP) und v zuldssig in (DP). Dann gilt
VW < 89,

Beweis: Da 1 > 0 und D8 > W folgt /W < 'DO = (D')'0 = S'6. [ |
Tatsédchlich gilt aber viel mehr.

Satz 2.4.4 (Dualitétssatz). Falls fiir (PP) oder fir (DP) eine Ldsung existiert, so sind die
beiden linearen Programme ldsbar, und die Optimalwerte der Zielfunktion stimmen tberein. Dies
ist insbesondere der Fall, wenn die zuldssigen Bereiche von (PP) und von (DP) beide nicht leer
sind.

Wenden wir den Dualitédtsatz nun auf unser Problem an, so erhalten wir

Lemma 2.4.5. In einem arbitragefreien Markt haben (DP) und (PP) eine Lésung, und die
Werte der Zielfunktion stimmen dberein.

Beweis: Der zulissige Bereich von (DP) ist nicht leer, da das Modell arbitragefrei ist und somit

Zustandspreise existieren. Der zulédssige Bereich von (PP) ist nicht leer, da Dy = (1,...,1)
und somit AD; > W fiir A geniigend grofi. Also haben (PP) und (DP) eine Losung, und die
Zielfunktionswerte stimmen nach dem Dualitdtssatz iiberein. |

Fiir die 6konomische Interpretation von Lemma 2.2.3 brauchen wir noch
Lemma 2.4.6. Sei (D, S) ein arbitragefreier Markt. Bezeichne mit}i’ die Menge aller Zustands-
preise. Dann gilt max{yyW ) > 0,8 = D'xp} = sup{yy’W : ¢ € U}.

Beweis: Sei 9" eine Losung des (DP), 121 ein strikt positiver Vektor von Zustandspreisen. De-
finiere v, := (1 — €)1p™ + e1p. Dann ist 1, > 0, und es gilt D'y, = (1 —e)D'yp* +eD'p = S,
d.h. es gilt . € ¥ . Die Behauptung folgt, da lim._.g {b;W = (¢*)'W. [

Zusammenfassend haben wir also
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Satz 2.4.7. Sei (D, S) ein arbitragefreier Markt. Dann gibt es zu jeder Auszahlung W ei-
ne kostenminimierende Superreplikationsstrategie 0*. Die Superreplikationskosten sind gegeben

durch

sup {1/)/W, P € \TJ} = sup{ E9(W), Q risikoneutrales Maj]} :

1+

Bemerkung. Die minimalen Superreplikationskosten entsprechen also gerade der oberen Preis-
schranke aus Proposition 2.4.1. Man kann analog zeigen, dass die untere Preisschranke aus
Proposition 2.4.1 gerade dem Negativen der Superreplikationskosten fiir die Auszahlung —W
entspricht.

In Anwendungen ist das Optimierungsproblem (DP) oft leichter 16sbar. Mit Hilfe des folgenden
Resultats kann bei bekannter Losung 1 des (DP) ein kostenminimierendes Superreplikations-
portfolio berechnet werden.

Proposition 2.4.8 (Komplementirer Schlupf). Sei @ zuldssig in (PP) und v zulissig in (DP).
Dann sind dquivalent

1. Es gilt (W — D) = 0.

2. 1 ist eine Losung von (DP) und 0 eine Lisung von (PP).

Beweis: (i)=-(ii). Gilt (i) so sieht man unmittelbar, dass in der schwachen Dualitdt (Lem-
ma 2.4.3) Gleichheit gelten muss, woraus (ii) unmittelbar folgt.

(ii) =1). Ist 9 eine Losung von DP und 6 eine Losung von (PP), so stimmen nach dem Dua-
litdtssatz die Werte der Zielfunktion beider Optimierungsprobleme iiberein; Inspektion des Be-
weises von Lemma 2.4.3 zeigt unmittelbar, dass (i) gelten muss. [

Sei nun ¥ eine nicht-degenerierte Losung des (DP), d.h. N Komponenten 1 < k; < -+ < ky < K
von ) seien echt positiv (dies ist der typische Fall). Nach der Proposition vom komplementéren
Schlupf miissen also fiir ein kostenminimales Portfolio 8 die N Gleichungen

(De)kn = Wkn 1 <n< N, (2.15)

erfiillt sein. Das lineare Gleichungssystem (2.15) besteht aus N Gleichungen und N Unbekannten;
es kann zur Berechnung eines optimalen Portfolios verwendet werden.

Beispiel:
1 180
D=1[1 150], W =(30,0,0), S=(1,150)".
1 120

Die Menge der Zustandspreise wurden bereits in Beispiel 2.3.2 bestimmt. Wir bestimmen deshalb
unmittelbar eine Losung des (DP) und erhalten

1 1
sup{yy’W 1 > 0,8 = D'} = sup {a?)() +(1-20)0+0, a € (0, 2>} = 530 = 15.
Der zugehorige degenerierte Vektor von Zustandspreisen ist @™ = (%, 0, %)’ . Zur Bestimmung des
kostenminimalen Superreplikationsportfolios 8% verwenden wir das Gleichungssystem (2.15); da
U3 = 0, besteht dieses System aus den 2 Gleichungen

g% + 18065 = 30, und 6} + 1206} = 0;

die Losung ist durch 6; = —60,0, = % gegeben. Die zugehorigen kostenminimalen Superrepli-
kationskosten sind —60 + %150 = 15 und stimmen - wie in Satz 2.4.7 gezeigt - mit der oberen
Preisschranke fiir W aus Proposition 2.4.1 iiberein.
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2.4.3 Quadratic Hedging

Wie wir gerade gesehen haben, fithrt der Versuch, mittels Superreplikation das mit dem Verkauf
einer bedingten Auszahlung verbundene Risiko vollstdndig zu eliminieren, oft zu prohibitiv hohen
Superreplikationskosten. Alternativ kann man versuchen, zu gegebenem W Absicherungsstrate-
gien zu finden, die den sogenannten Hedgefehler W — D@ in einem geeigneten Sinn minimieren.
Beim Quadratic-Hedging Ansatz wird die Grofie des Hedgefehlers durch das sogenannte mittlere
quadratische Risiko, definiert als £2-Norm von W — D@ beziiglich des realen Mafles P, gemessen.
Mit pr, = P({wg}) ist das mittlere quadratische Risiko gegeben durch

K
EP(W = D)%) := > pp(Wi, — (DO)y) .
k=1

Die Bestimmung einer Absicherungsstrategie 8, die das mittlere quadratische Risiko minimiert,
fiihrt also auf das folgende quadratische Optimierungsproblem

K

min Y pp(Wi — (DO)r)”. (2.16)
Ocr" 1 —

Quadratische Absicherungsstrategien fithren auf quadratische Optimierungsprobleme und sind
daher analytisch relativ leicht handhabbar. Aus 6konomischer Sicht ist die “Symmetrie” in der
Zielfunktion in (2.16) allerdings problematisch, da eine “overperformance” des Absicherungs-
portfolios (W), < (D)) aus Verkédufersicht weniger problematisch ist als eine “underperfor-
mance” (Wy, > (D8)y).

Da es sich bei (2.16) um ein quadratisches Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen han-
delt, sind die Bedingungen erster Ordnung notwendig und hinreichend fiir ein Optimum. Ablei-
ten von (2.16) liefert die folgenden N Gleichungen zur Bestimmung eines optimalen Portfolios
0* ¢ RV:

K

> pe(Wi — (DO")g)dpn =0, 1<n<N. (2.17)

k=1

Aus (2.17) lassen sich eine Reihe interessanter Folgerungen ziehen:

e Wir kénnen (2.17) alternativ in der Form E¥'((W —D6*)a,,) = 0 schreiben, a,, die zufllige
Auszahlung von Wertpapier n, so dass der Hedgefehler W — DO* der optimalen Strategie
senkrecht im £2(Q, P)-Sinn auf der Menge der erreichbaren Auszahlungen steht.

e Fiir n = 1 erhalten wir wegen a;(wy) = 1 fiir alle k, dass E¥(W — D@*) = 0, d.h. der
mittlere Hedgefehler verschwindet.

e Das Gleichungssystem (2.17) ist dquivalent zu

K K N
S oWi = prdin Y drbf, 1<n<N.
k=1 k=1 =1

Da die rechte Seite in der Form Zf\; 1 Q0 mit a,; = Zszl Prdrndr geschrieben werden
kann, erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir 8*. Man sieht leicht, dass dieses
Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist, falls die Auszahlungsmatrix Rang N hat und falls
pr > 0 fiir alle k.

Weitere Information zu quadratic-hedging Ansétzen findet man etwa in Kapitel 10 von Follmer
& Schied (2004).
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2.5 Einfiihrung in die Portfoliooptimierung

2.5.1 Problemstellung

Gegeben sei ein Markt (D, S) und ein Investor mit Vermdgen Vj. Dieser méchte ein optimales
Portfolio 6* mit heutigem (¢ = 0) Preis S'8* = Vj so bestimmen, dass der Nutzen des Investors
aus der Auszahlung W* = DO* des Portfolios maximal ist. Dabei bestimmt der Investor den
Nutzen einer zufélligen Auszahlung geméfl dem sogenannten Erwartungsnutzenkriterium.

Das Erwartungsnutzenkriterium. Wir nehmen an, dass der Investor (subjektive) Eintritts-
wahrscheinlichkeiten iiber die Zustéinde wy gebildet hat; diese seien mit P = (p1,...,px) be-
zeichnet und es gelte pp = P({wg}) > 0 fiir alle k. Beachte, dass P kein Martingalmaf sein
muss. Auflerdem sei eine sogenannte Erwartungsnutzenfunktion u : R — R gegeben; u sei glatt,
streng monoton wachsend und konkav, d.h. es gelte v’ > 0, und v” < 0. Unter dem Erwartungs-
nutzenkriterium ist der Nutzen einer zufilligen Auszahlung W gegeben durch

K
UW) :=E" (w(W)) =Y pru(Wh). (2.18)
k=1
Bemerkungen.
e Die Annahme «' > 0 impliziert, dass fiir zwei Auszahlungen W < W die Ungleichung

UW1) < U(Ws) gilt.

e Die Annahme u” < 0 modelliert Risikoaversion des Investors. Speziell gilt wegen der
Konkavitit von u fiir jede zufillige Auszahlung W nach der Jensenschen Ungleichung

UW) = EP (W) < u(E"(W)) = UE"(W)),

wobei 1 = (1,...1) € RX. Unter dem Erwartungsnutzenkriterium zieht ein Investor also
die sichere Auszahlung E¥(W)1 der risikobehafteten Auszahlung W vor. Beachte, dass
beide Auszahlungen den gleichen Erwartungswert haben.

Das Portfoliooptimierungsproblem. Mit diesen Begriffen kénnen wir nun das Optimie-
rungsproblem unseres Investors wie folgt formulieren: Bestimme ein Portfolio 8* € RY mit
S'0* = Vj (die sogenannte Budgetbedingung), so dass

U(D6*) = max{U(D®) : 8 Portfolio mit S'0 = V;}. (2.19)
Zur Losung dieses Problems machen wir die folgenden Annahmen.
e Das Modell (D, S) ist arbitragefrei (andernfalls hat das Problem (2.19) keine Losung, da

ein Investor einen unendlich groffen Nutzen erzielen kann).

o Wertpapier N ist risikofrei, d. h. dpyy = 1Vk =1,... K; Sy ist dann gleich dem Preis der
Nullkuponanleihe B(0,T") und es gilt Sy = 1/(1+7). Diese Annahme dient im wesentlichen
der Vereinfachung der Darstellung.
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2.5.2 Direkte Losung mittels Bedingungen erster Ordnung

Um die Budgetbedingung S’6 = V; zu beriicksichtigen, schreiben wir das Problem wie folgt
um. Wir betrachten nur die N — 1 riskanten Wertpapiere ay,...,any_1 und definieren die zu-
gehorige Auszahlungsmatrix durch Dk,n = Dyyn, n=1,...,N — 1; der zugehorige Preis- und
Portfoliovektor seien durch S := (S1,...,Sy-1) und 0= (01,...,0n_1) definiert.

Ein Portfolio 8 = (é, On) € RY ist genau dann zulissig (d.h. erfiillt die Budgetbedingung), wenn
On=1+7)(Vo— S'/é) Wir kénnen (2.19) also umschreiben zu

max U ((1 +7)(Vo—8'6)1 + Dé) . (2.20)
OcrN-1

Das Problem (2.20) ist nunmehr ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen; eine Losung
muss also die Bedingungen erster Ordnung erfiillen. Okonomisch gesehen beriicksichtigen wir die
Budgetbedingung 8’0 = Vj durch Anpassen der Position im risikofreien Wertpapier N.

Lésen von (2.20) mittels Bedingungen erster Ordnung. Definiere die zu 6 ¢ RN-!
gehorige Auszahlung durch W) := (1+r)(Vp — S’/é)l + DO. Fiir n = 1,... N — 1 muss fiir
das optimale Portfolio 6" gelten, dass

(Bedingungen erster Ordnung). Nach Definition von U, D und S folgt also aus den Bedingungen
erster Ordnung, dass

K
0="> Pt/ (Wi(0)) (—(1+7)Sn+ D), m=1,...N -1 (2.21)
k=1

Man kann nun versuchen, das Gleichungssystem (2.21) zu losen; die Konkavitéit von u garantiert
dann, dass eine Losung 6" ein Optimum ist. Dies ist allerdings im Allgemeinen rechnerisch
schwierig. Interessanter ist die 6konomische Interpretation von (2.21). Umschreiben von (2.21)
liefert die folgenden N — 1 Gleichungen:

1
1+7r

EP (u’(W(é*))an> N o @’(W(é*))) n=1,... N1,

wobei a,, den Auszahlungsvektor des n-ten Wertpapiers bezeichnet. Nach Umstellen erhalten
wir die Gleichung

PR Sy S

)
14r EP( (W(é

2 a,|, n=1,...,N—1. (2.22)

D)

Fir n = N gilt (2.22) per Definition, da a, = 1. Durch Vergleich mit der risk-neutral pricing
rule (2.12) erhalten wir

Proposition 2.5.1. Sei W* = DO* die Auszahlung eines optimalen Portfolios. Dann ist durch
die Festlequng qi := ppu' (W73)/Ep (W' (W7)) ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmafi Q =

(q1,-..,q9K) gegeben.



KAPITEL 2. EINPERIODENMODELL 30
2.5.3 Der Martingalansatz.

Die Losung des Optimierungsproblems iiber die Bedingungen erster Ordnung ist im Allgemeinen
rechnerisch aufwendig. Der Martingalansatz ist eine Alternative, die zumindest in vollstdndigen
Markten einfacher ist. Wir machen deshalb die folgende

Annahme. Der Markt (D, .S) sei vollstindig; das eindeutig bestimmte risikoneutrale Wahr-
scheinlichkeitsmaf} sei mit @ = (q1,. .., qx) bezeichnet.

Idee. In einem vollstéindigen Markt ist jede Auszahlung W mit EQ(W) < (1+7)Vj replizerbar;
die Replikationskosten erfiillen die Ungleichung 8’8 < V. Wir zerlegen das Portfoliooptimie-
rungsproblem daher in die folgenden zwei Teilprobleme.

e Problem 1. Bestimme das optimale Endvermogen W* als Losung des folgenden Optimie-
rungsproblems unter Nebenbedingungen:

max {EY (u(W)) : W e RE,EQ(W) = (1+7)Vp}. (2.23)

e Problem 2. Bestimme zu optimalem W* das optimale Portfolio 8* als Losung der Gleichung
W* = D6*.

In einem vollstéindigen Markt hat Problem 2 immer eine Losung und die Bedingung EQ(W*) =
(1 + r)Vp garantiert, dass S'6* = V. Wir konzentrieren uns also auf Problem 1.

Das Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen (2.23) lésst sich mit der Lagrange Methode
16sen, denn die Abbildung W + U(W) = E¥ (u(W)) ist aufgrund der Konkavitit von u
konkav, und die Nebenbedingung E? (W) = 1} ist linear in W. Damit sind nach dem Kuhn-
Tucker Theorem &quivalent

1. W* € R 1sst das Problem (2.23),
2. 3N > 0 mit W* = max{UW) — X(EQ(W) — (14 7)Vp) : W € RE} und es gilt
EQW*) = (1+1)V.
Wir zeigen hier nur die Richtung (ii)=-(i), da dies fiir unsere Zwecke ausreichend ist. Sei W*
eine Losung von (ii) und sei W eine weitere Auszahlung mit F?(W) = (1 4+ r)Vp. Dann gilt
UW?") = UW) =U(W?) = N(EYW?) = (14 1)Vo) = (UW) = X(BY(W) = (14 1)Vp))
und dieser Ausdruck ist nichtnegativ, da W* eine Losung von (ii) ist.

Wir bestimmen nun ein Paar W*, A* das Bedingung (ii) erfiillt. Zunéchst losen wir fiir beliebiges
A > 0 das folgende Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen:

max Q = ImaXx .
WGRK{U( ) — AEQ(W)} A {Zpk< L Wk>} (2.24)

Die Bedingungen erster Ordnung (Ableiten nach Wy) zeigen, dass fiir k = 1,. .., K die Gleichung
o' (W}) = Aqi/pr gelten muss. Definiere nun die Funktion I : RT — R als Inverse der streng
monoton fallenden Funktion z — u/(z), d.h. «/(I(z)) = x; I existiert, da u’ streng monoton
fallend, und I ist ebenfalls streng monoton fallend. Aus den Bedingungen erster Ordnung folgt
also fiir die Losung W* = W*(A) von (2.24)

Wi\ =1 <)\qk> . k=1,..., K. (2.25)
Pk
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Zur Bestimmung des Paars W*, A* aus (ii) (und somit zur Losung von Problem 1) wéhlen wir
M* 50, dass fiir W*(\) aus (2.25) gilt, dass E¢ (W ()\*)) = (1 + r)Vp; dieses Problem ist lsbar,
da mit I auch Wy fallend in A fiir alle k.

Beispiel (Exponentielle Nutzenfunktion). Wir betrachten die Erwartungsnutzenfunktion
u(z) = 1 — e *. Fiir diese Funktion gilt —u”(x)/u/(x) = 1, unabhingig von z. Die MaBzahl
—u’(x)/u/(z) wird oft als Maf§ der Risikoaversion eines Investors interpretiert; u hat also kon-
stante Risikoaversion unabhéngig von z.

Wir erhalten aus u/(z) = exp(—=x), dass I(x) = — Inz. Damit erhalten wir fiir W*(\) in (2.25)

Wi\ =-In(AZE) = —mr-m (%), k=1, K (2.26)
g Pr Pr

bzw. kompakter W* = —In A — In (%) . Der Parameter A\* wird durch die Gleichung

(1+7)Vp = E? <—1n(/\*2l§))> = —In\* - E@ (m Z?})

bestimmt, so dass A* = exp (—(1 +7)Vo — E9(In g%)) . Damit erhalten wir fiir das optimale
Endvermogen W* = W*(\*) mittels (2.26)

d
W,j:(1+r)%+EQ<lndg>—lnq’“, k=1,..., K. (2.27)

Pk

Bemerkung:

1. E9(In %) ist die relative Entropie von @) und P, ein Maf fiir den Abstand der beiden
Mafe.

2. Das optimale Vermdgen W™ in (2.26) héngt nur durch die additive Konstante (1+7)Vp vom
Anfangsvermogen Vj ab; dies reflektiert die speziellen Eigenschaften der exponentiellen
Nutzenfunktion .



Kapitel 3

Mehrperiodenmodelle

3.1 Modell und grundlegende Begriffe

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) mit || = K < oo und P({wy}) > 0 fiir
alle 1 < k < K. Wir betrachten ein Modell mit einer endlichen Anzahl von Handelszeitpunkten
t =0,1,...,N. AuBerdem sei eine Filtration (F;)i=0,1,.. v gegeben; wie iiblich beschreibt F;
die Information, die einem Investor im Zeitpunkt ¢t € {0,1,..., N} zur Verfiigung steht. Wir
nehmen zusitzlich an, dass Fo = {0}, Q} die triviale o-Algebra ist und dass Fy = F.

Wertpapiere. FEs werden d + 1 Wertpapiere gehandelt; den Preisprozess bezeichnen wir mit
(St)t=01,..N = (Stvo’stvl”"Stﬁd)tzo,l,...,N’ wobei S;; bzw. S;i(w) den Preis von Wertpapier
i €{0,1,...,d} im Zeitpunkt ¢ bezeichnet; manchmal verwenden wir auch die Schreibweise S;(t)
bzw. Si(t,w). Die Preisprozesse seien an die Filtration (F;)=o 1,... n adaptiert. Wertpapier 0 wird
als sogenanntes Numéraire verwendet; wir nehmen an, dass S;o(w) >0Vt € {0,1,...,N}, w €
2, und dass Sp(0) = 1. Haufig ist Sy deterministisch oder zumindest previsibel; dies ist aber
nicht notwendig. Zusammenfassend bezeichnen wir unser Marktmodell mit

M ={(Q,F,P),(Ft)i=0.1

ybgney

N, (St)t=01,. N} - (3.1)

Handelsstrategien. Eine zulissige Handelsstrategie oder Portfoliostrategie ist ein
(d + 1)-dimensionaler previsibler stochastischer Prozess

0= (Gt)tzl,...,n - (et,(b et,la cee ’Htvd);:L...,n

Hierbei bezeichnet 6;;(w) die Menge von Wertpapier ¢, die ein Investor zum Zeitpunkt ¢ — 1
im Zustand w kauft und im Zeitraum (¢ — 1,¢] in seinem Portfolio hélt. Die Previsibilitdt von
0 bedeutet, dass die Investitionsentscheidung im Zeitpunkt ¢ — 1, also die Wahl von 6, nur
auf Informationen aus JF;_1 basieren darf; somit sind Phdnomene wie ,Insiderinformationen“

ausgeschlossen. Der Wert der Strategie 8 im Zeitpunkt ¢ ist Vt‘9 = 0,8, = Z?:o 0:.45¢, -

Die Selbstfinanzierungsbedingung. Eine zuldssige Handelsstrategie 6 heifit selbstfinanzie-
rend, falls fir t =0,1,..., N — 1 gilt, dass

d d
Vte = Z‘gt,ist,z’ L Z O14+1,54,4- (3.2)
i—0 i=0

32
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Intuitiv bedeutet (3.2), dass dem Portfolio zu keinem der Zeitpunkte t = 1,..., N —1 Geldmittel
zugefiithrt oder entnommen werden. Wir haben die folgende Charakterisierung von selbstfinan-
zierenden Handelsstrategien.

Lemma 3.1.1. FEine zuldssige Handelsstrategie 0 ist selbstfinanzierend genau dann, wenn fir
allet=1,...,N gilt, dass

t t d
VI =vP >0 as = vl + 33 0.(Si(s) - Sits - 1)), (3.3)
s=1

s=1 1=0

Der Ausdruck Gte =St 0.AS, wird oft als Handelsgewinn der selbstfinanzierenden Strategie
0 bezeichnet; der Wert einer selbstfinanzierenden Strategie im Zeitpunkt ¢ ist also die Summe
aus Anfangsinvestition und Handelsgewinn.

Beweis: Nach der Definition des Wertes einer Portfoliostrategie ist
V8, -Vl =6,,S.1- 6,5 (3.4)

Nach Definition ist die Strategie 0 selbstfinanzierend genau dann, wenn 8;S; = 0, S;. Einsetzen
in (3.4) liefert
V8, - vl =0,,,A8,,. (3.5)

Da Vte = VOO + ZZ;}) (V?H — V;O), folgt die Behauptung durch Aufsummieren von (3.5). W

S

~ !/
Diskontierte Groflen. Definiere den diskontierten Preisprozess durch S, := (1, %, e %)
- 0 N
und den diskontierten Wertprozess einer Strategie € durch Vto = gz—o = 0}S;. Analog zu Lemma

3.1.1 zeigt man
Lemma 3.1.2. Eine Strategie 0 ist selbstfinanzierend genau dann, wenn

t
VO =79 +G? mit @9 .= 0.A8,, t=1,... N
s=1

Bemerkung. Da 5”,570 =1, ist Go — Zts:1 Z?Zl Qs,iAgs,i unabhéngig von (64 )¢=1,.. n. Daher
liegt die Wahl von Vy, (0¢1,...,0:4);_, y eindeutig die Position in Wertpapier 0 fest, falls 6
selbstfinanzierend ist. Umgekehrt kann bei gegebenem Vj jede Strategie (6;1,...,6:q4) in den
Wertpapieren 1,...,d durch Wahl von 6y auf eindeutige Weise zu einer selbstfinanzierenden
Strategie ergdnzt werden. Fiir das so bestimmte 6y gilt

d
010 = ‘70 + éta — Z Ht,igt,i ;
i=1

man sieht leicht, dass 6; o tatséchlich previsibel ist.

3.2 Arbitragefreiheit und Martingalmafle

Definition 3.2.1. Eine selbstfinanzierende, zuléssige Handelsstrategie 8 ist eine Arbitragemoglichkeit,
falls Vbo <0, V]\Q > 0 und falls mindestens eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: (i)

V0 < 0 oder (i) P (Vﬁ > 0) > 0.
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Ein Marktmodell M heifit arbitragefrei bzw. erfiillt die No-Arbitrage-Bedingung (NA), falls keine
Arbitragemoglichkeiten existieren. Es gibt zwei Griinde, warum ein gutes Finanzmarktmodell
arbitragefrei sein sollte:

e In der Realitédt existieren Arbitragemoglichkeiten meist nur fiir kurze Zeit.

e Wird ein nicht-arbitragefreies Modell zur Bewertung von Derivaten verwendet, so besteht
die Gefahr, dass der Nutzer des Modells inkonsistente Preise stellt und dadurch selber
,ausarbitriert® wird.

Definition 3.2.2. Gegeben sei ein Finanzmarktmodell M. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl ) auf
(Q, F) heifit dquivalentes Martingalmafl oder risikoneutrales MaB, falls gilt

1. @ ist dquivalent zu P, d.h. fiir alle A € F gilt Q(A) =0 < P(A) =0.

2. Der diskontierte Preisprozess aller gehandelten Wertpapiere ist ein Martingal bzgl. ), d.h.
es gilt fir allet =0,1,...N —1und i =0,1,...d:
E9(Spi1, | F) = St (3.6)

Lemma 3.2.3. Sei QQ ein dquivalentes Martingalmaf fir das Marktmodell M. Dann ist der
diskontierte Wertprozess VO ciner zuldssigen, selbstfinanzierenden Strategie 0 ein Martingal.

Beweis: Da 0 selbstfinanzierend ist, folgt aus Lemma 3.1.2

d
‘ngl = ‘ze =+ Z ‘9t+1,i(§t+1,i — gt,i)-
i=1

Da 0 previsibel ist, ist 8;11 Fi-messbar. Damit folgt
~ ~ d ~ ~
E@ (Vﬁl | F) = V,;H + ZEQ (6t+1,i(st+1,i — St.i) ’ ft)
i=1

d
= ‘N/te + Z 9t+1,z‘EQ (§t+1,i - St,i ‘ ]:t)-
i=1

Da @ ein Martingalmaf ist, folgt E@ (St+1,i — S’t,i | .7-}) = 0 und somit E¥ (Vgl ’ .7-}) = f/ta. [ |

Proposition 3.2.4. Fulls fiir ein Finanzmarktmodell M ein dquivalentes Martingalmafl QQ exi-
stiert, so ist M arbitragefrei.

Beweis: Es reicht, zu zeigen, dass es keine Strategie 8 mit VOO <0, ng >0und P (V]\e >0)>0
geben kann. Dazu zeigen wir, dass fiir jede Strategie 0 mit ng >0, P(Vje > 0) > 0 auch
VO‘9 > (0 gelten muss. Da sign(Vg ) = sign(f/'a), folgt, dass fiir jede derartige Strategie auch
~]\Q >0, P( ~]§ > 0) > 0 gilt; da @ #quivalent zu P ist, folgt auch Q(f/]g > 0) > 0 und
somit EQ(~J€ ) > 0. Nach Lemma 3.2.3 ist 70 aber ein @-Martingal, insbesondere gilt also
1709 = EQ(V]\Q) > 0 und somit auch VO‘9 > 0. |

Nunmehr wollen wir die Umkehrung von Proposition 3.2.4 beweisen. Hierzu brauchen wir die
folgende Charakterisierung der Martingaleigenschaft von S.

Lemma 3.2.5. Der diskontierte Preisprozess S ist genau dann ein Q-Martingal, wenn fir jede

. . L 0\
zuliissige, selbstfinanzierende Handelsstrategie gilt, dass E9 (GN> =0.



KAPITEL 3. MEHRPERIODENMODELLE 35

Beweisskizze: ,=“ zeigt man analog zu Lemma 3.2.3.
,<=“: Betrachte zu to € {0,1,...,N — 1}, A € F, und i € {1,...,d} die selbstfinanzierende
A

Strategie 8“1 gegeben durch ng =0 und

lpg(w), fallsj=iundt=ty+1 .. ‘
ef}j(w):{ (())7 fals fir l<t< N, 0<j<d.

B gilt G = (Sips1i — Sipi)1a wnd wegen B (G]) =0, B2 (Sig114) = B (S0i14)

Da diese Argumentation fiir alle A € 7, durchgefiihrt werden kann, folgt also
E€ (St0+17i ‘ .7-",50) = Si,,i- Da tp und ¢ beliebig gewéhlt werden konnen, folgt die Behauptung. W

Proposition 3.2.6. Fulls das Finanzmarktmodell M arbitragefrei ist, so gibt es mindestens ein
dquivalentes Martingalmas.

Bemerkung. Zusammengenommen zeigen die Propositionen 3.2.4 und 3.2.6 also gerade, dass
die Arbitragefreiheit des Finanzmarktmodells M &quivalent ist zur Existenz von &dquivalenten
Martingalmaflen. Dies ist der beriihmte erste Hauptsatz der Wertpapierbewertung.

Beweis von Proposition 3.2.6: Wie im Einperiodenmodell werden wir das gesuchte Martin-
galmafl mit Hilfe eines Trennungssatzes fiir konvexe Mengen konstruieren und dazu Zufallsva-
riablen mit Vektoren aus RX (K = |Q)) indentifizieren. Definiere

K

rt .= {X:QHR: X(w)EOVw,ZX(wk):l} und (3.7)
k=1

M = {é% : 0 ist zuliissige, selbstfinanzierende Handelsstrategie} (3.8)

und identifiziere 't und M mit Teilmengen aus R¥. Die Arbitragefreiheit des Modells impliziert
M NT™* = (); sonst giibe es eine zuliissige, selbstfinanzierende Strategie 6 mit Voe —0und V9 =
O—i-é'% € I't. T'" ist eine abgeschlossene, beschrénkte und konvexe Teilmenge von R M ist auf

Grund der Linearitdt der Abbildung 8 — é’% ein linearer Unterraum von R¥. Proposition 2.2.5
liefert nun die Existenz eines z € RX mit <z, 2>= 0Vx € M und <z,y>> 0 Vy € I'T. Es folgt,
dass zx >0V k=1,...,K (wihle y = e, € I'" den k-ten Einheitsvektor). Durch Q({wy}) :=
2/ Z]K:1 zj konnen wir also ein zu P #quivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf3 definieren. @ ist ein
Martingalmaf, denn aus z € M+ folgt fiir alle zuliissigen, selbstfinanzierenden Strategien 0

K K

0 =<20%> = 3 4w = Z ({w}) 2 | &%)

k=1 k=1 7=1

(ZQ {wrhG8 (i )

M= TMN

2 | B2GY),
1

J

so dass die Behauptung unmittelbar aus Lemma 3.2.5 folgt. |

Die risikoneutrale Bewertungsformel. Wir behandeln nun die Bewertung von beding-
ten Auszahlungen (contingent claims). Dabei verstehen wir unter einem contingent claim mit
Falligkeit T € {1,..., N} eine Fp-messbare Zufallsvariable. Dies konnen z.B. Derivate sein, de-
ren Auszahlung durch eine Funktion des Kursverlaufs (S;):<7 bestimmter Wertpapiere gegeben
ist.
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Definition 3.2.7. Gegeben sei ein Finanzmarktmodell M.

1.) Ein contingent claim H mit Félligkeit T heifit erreichbar (gegeben M), falls es eine
zuliissige, selbstfinanzierende Handelsstrategie 87 gibt, so dass VTH = H gilt; 87 heift
Replikationsstrategie.

2.) Sei M arbitragefrei und H ein erreichbarer claim mit Replikationsstrategie 7. Dann ist

H
der faire Preis von H in ¢ < T durch die Replikationskosten Vte gegeben.
Satz 3.2.8 (risk-neutral pricing). Gegeben sei ein arbitragefreier Markt M und ein erreichbarer

contingent claim H mit Failligkeit T'. Desweiteren sei QQ ein dquivalentes Martingalmaf fiir M.
Dann ist der Preis von H int <T gegeben durch

Hy = Sig EQ(— 7). (3.9)

Bemerkung. Gleichung (3.9) ist die risikoneutrale Bewertungsformel (risk-neutral pricing ru-
le). Gilt speziell S; o = Hizl(l +7,) fiir einen previsiblen Zinsprozess (r¢)¢=1,.. Ny mit Werten in

T
[0, 00), so schreibt sich (3.9) in der Form H, = E?( [] 1+T | 7).
1

s=t+

Beweis von Satz 3.2.8: Sei 87 eine Replikationsstrategie fiir H. Wir zeigen, dass in t < T
die Identitdt

Vo = 5,0 EQ (?0 ’ ]—"t) (3.10)

gilt. Setze H := %. Es gilt VIQ - H und somit auch VQQ - H. Wir haben also die Darstellung
a=vf = vyl -l
Wie in Lemma 3.2.3 gezeigt wurde, ist (Gte)t:LMN ein Q-Martingal. Damit folgt
BO(f | F) =V + B9(G9" - G¥" 7)) = 70" (3.11)
Multiplikation von (3.11) mit S liefert (3.10) und somit die Behauptung. [

Folgerung. Sei M arbitragefrei und seien 8 und 6" Replikationsstrategien fiir den claim

H AH
H. Dann gilt fiir jedes t < T ‘/;0 = Vte ; insbesondere ist der faire Preis eines claims also
wohldefiniert.
Beweis: Die rechte Seite von (3.10) héingt nicht von 8% ab. [

Folgerung. Sei H ein erreichbarer claim, und seien Q und Q zwei MartingalmaBe. Dann gilt
firallet <T

EQ(—‘}"> EQ<—‘J-'> 3.12

Sro |7 Sro ™" (3.12)

Beweis: Die linke Seite von (3.10) ist unabhéingig von Q. |

3.3 Der 2. Hauptsatz der Wertpapierbewertung

Definition 3.3.1. Ein Finanzmarktmodell M heif3t vollstindig, wenn jeder contingent claim H
erreichbar ist.
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Satz 3.3.2 (2. Hauptsatz der Wertpapierbewertung). Fin arbitragefreier Markt M ist genau
dann vollstandig , wenn es genau ein dquivalentes Martingalmaf gibt.

Beweis: ,=“: Sei M arbitragefrei und vollsténdig und seien @ und Q zwei MartingalmaBe. Da
auf Grund der Vollsténdigkeit des Finanzmarktmodells (3.12) fiir alle Fp-messbaren Zufallsva-
riable gilt, folgt Q = Q.

»<="“: Wir zeigen die Negation ,, M nicht vollstindig = @ nicht eindeutig”. Definiere die Menge
M = {X c LYY FN): X =Vo+ é%, W € R, 0 zuléssige Strategie }

Sei @) ein dquivalentes Martingalmafl und sei H* ein nicht-erreichbarer claim mit Félligkeit T' =
N; es gilt H* := HTO ¢ M C L2(Q, Fn,Q). M ist also ein echter Unterraum von £2(Q, Fi, Q),
also gibt es ein Z € L2(Q, Fn,Q), Z # 0 mit E9(Z - X) = 0 fiir alle X € M. Es folgt speziell
EQ(Z) =0.

Da || = K < o0, existiert ||Z]|s := max{|Z(wg)|: k=1,... K}. Definiere nun ein neues Maf}
Q durch

(1 26 Y o
Q) = 1+ 55z ) @)
EQ(Z

Q ist ein Wahrscheinlichkeitsma8, weil ~Q w) >0 Vw und Q(Q) =1+ E2(Z) — 1 und es ist
2[[Z][oe
Q # Q, da Z # 0. AuBerdem folgt fiir alle zulfissigen Strategien 0

E?(z-GY) =o.

EQGY) = E2(GY) +
—_—— 2\|Z|]OO_,_/

Nach Lemma 3.2.5 ist also auch Q ein Martingalmaf. |

3.4 Das Cox-Ross-Rubinstein (CRR) Modell

3.4.1 Das Modell

Das Modell von Cox, Ross und Rubinstein (1979) ist ein einfaches Mehrperiodenmodell fiir eine
Aktie. Wesentliches Merkmal ist, dass beim Ubergang von einem Zustand zum niichsten nur
zwei Fille auftreten konnen, die wir mit up und down bezeichnen. In diesem Abschnitt haben
wir einen risikolosen Zinssatz r, d.h. S;o = (14 r)’. Fiir unsere betrachtete Aktie schreiben wir
einfach (St)¢=o,.. n statt (S¢i)i=o,. n. Wir wéhlen ein v > 0 und ein d > 0 mit w > 1+ 7 > d.
Der CRR-Baum sieht folgendermafien aus:

u? Sy
u Sy

So ud Sy
d So

d? So

In jeder Verzweigung tritt ein up mit der Wahrscheinlichkeit p und ein down mit der Wahrschein-
lichkeit 1 — p auf. Der betrachtete Baum ist rekombinierbar, was die numerische Handhabung
wesentlich vereinfacht.
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Nun benétigen wir noch eine prézise Beschreibung des N-Perioden-CRR-Modells. Dazu wéhlen

wir Q = {u,d}", so dass die Elemente von  die Gestalt w = (w1,...,wy) mit w; € {u,d}
haben. Fiir ein festes w definieren wir die Anzahl der ups bis zum Zeitpunkt ¢ durch
Jtw) =#{i <=1t: w; = u}. (3.13)

Damit haben wir eine einfache Darstellung fiir den Aktienpreis
Si(w) = Sout @@= ¢ =0, ... N. (3.14)
Die Filtration (F;)i—o,. n definieren wir durch
Fii=0(S1,...,5). (3.15)

Das Wahrscheinlichkeitsmafl P lassen wir beliebeig, fordern allerdings P({w}) > 0 Vw € €.

3.4.2 Das dquivalente Martingalmaf3

Betrachten wir zunéchst den Einperiodenfall. Unter einem dquivalenten Martingalmafl ) muss
der diskontierte Aktienpreis ein Martingal sein, mit der Bezeichnung ¢ := Q(w; = u) erhalten
wir also

1 1
— ¢ - 1—
So <1+T51> 1+r(qsou+( q)Sod) ,

was uns
_1+r—d
 u—d
liefert. Dabei ist ¢ € (0, 1) genau dann, wenn d < 1 4 r < u, was wir vorausgesetzt hatten. ¢ ist
dann auch eindeutig.

(3.16)

Betrachten wir den Mehrperiodenfall. Wir bestimmen @ rekursiv. Setzen wir im Zeitpunkt ¢
Q(wi+1 = u|F) == g und Q(wiy1 = d|F;) = 1 — ¢ so erhalten wir

QU{w}) = ¢ (1 — ). (3.17)

Die Definition von ¢ liefert uns die Martingaleigenschaft des diskontierten Wertpapierpreises,
aus der Eindeutigkeit von ¢ fiir jede Periode folgt die Eindeutigkeit von @. Das betrachtete
CRR-Modell ist also vollsténdig und arbitragefrei. Es ist noch zu erwéhnen, dass die Produkt-
struktur von @ in (3.17) bedeutet, dass aufeinanderfolgende Bewegungen (ups and downs) unter
() unabhéngig sind. Wir erhalten also folgende Darstellung Sy = Sp - &1 ---& = So Hé:l &g, WO-
bei die & unter () unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind mit Q(&s = u) = q.

Natiirtich ist B9 () = 1.

3.4.3 Vollstandigkeit und Hedging-Strategien

Da das Martingalmafl ) eindeutig ist, muss nach dem 2. Hauptsatz der Wertpapierbewertung
der betrachtete Markt vollstéandig sein. Fiir jeden contingent claim gibt es also eine replizieren-
de Handelsstrategie, die wir im folgenden bestimmen wollen. Wir betrachten ein 2-Perioden-
Modell und einen claim H (w) mit Félligkeit in 7" = 2. Nehmen wir nun an, dass wir uns im
Zeitpunkt ¢ = 1 im up-Zustand befinden, dann muss fiir die replizierende Handelsstrategie
02(u) = (62,0(u),b2,1(u)) gelten, dass

9270(’&) . (1 + T)2 + 0271(u)

-u S
0270(u) . (1 + 7’)2 + 9271(11,) . dS
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und erhalten sofort

H(u,u) — H(u,d) H(u,u) — H(u,d)

boa(v) = =g w—d  ~  Soulu—d) (3.18)
1 H(u,d) — H(u,u
Oao(u) = (e H(u,u) +u ( i_d (u, )

 uH(u,d) —dH(u,u)
R (T (3.19)

Der Wert dieses Portfolios zum Zeitpunkt ¢t = 1 liefert uns das risikoneutrale Bewertungsprinzip

EQ(I—LH(w) | F1), also im Fall wy = u

Vi) = 1 (0 H(u,u) + (1= o) H(u,d)

Die Berechnungen fiir den Fall, dass wi = d ist, verlaufen analog. Fiir die Hedgingstrategie im
Zeitpunkt ¢ = 0 nutzen wir rekursiv die oben erhaltenen Ergebnisse. Dabei hedged man nun den
claim Vj(w1), also

(9170(1 -I-T) +9171’LLSO = Vi(u)
9170(1 + 7“) + 9171d Sy = Vl(d),
und erhalt

g~ Vi(w) — Vi(d)
BT S0(u — d)

uVl(d) — dVl(u)
(I+7)(u—d)

Interessant ist die genauere Betrachtung von 6 ; = %. Nehmen wir an, dass Vj(wy) =

f(S1(w1)) z.B. der payoff eines Calls mit Falligkeit 7 = 1 wire, so wére 0,1 die (diskrete)
Ableitung von f nach S. Dies scheint verniinftig, da man gerade so viele Aktien kauft, dass sich

die Veranderung des Wertes des Portfolios genauso verhélt, wie die Verdnderung des Derivates,
also

und 019 =

Vi(u) — Vi(d)

S1(u) — 51(d)
Konkrete Aussagen zur Bewertung von Optionen im CRR-Modell im N-Periodenfall werden im
folgenden Abschnitt getroffen.

- (51(u) = 51(d)) ~ Vi(u) = Vi(d).

3.4.4 Optionen im CRR-Modell

Satz 3.4.1. Im CRR-Modell mit d < 1+ r < u ist der Preis eines europdischen Calls zur Zeit
t=0,1,..., N mit Austibungswert K und Restlaufzeit T gegeben durch

C=—t ZT: <T> d(1—q <st(w)uﬂ'dT—j - K) N (3.20)

(L+7)7 = \J

Bemerkung. Mochte man explizit auf die Maturitdt T' = N verweisen, so wendet man obigen
Satz auf 7 = N — t an.

Beweis: Nach der risikoneutralen Bewertungsregel miissen wir nur den folgenden Erwartungs-
wert (mit N =t 4 7)
1

(I+7r)7

C = EQ( (Sy — K)* ‘ Ft)
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berechnen. Dabei ist Sy = S; [[7_; &, wobei die §; jeweils den Wert « (mit Wahrscheinlichkeit )
oder d (mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢) annehmen. Allerdings kommt es nicht auf die Reihenfolge
an. Die Wahrscheinlichkeit fiir j ups ist ¢ (1 —¢)™ 7. Insgesamt haben wir 7 Stellen zu besetzen,
die Kombination mit j ups taucht also (;)—mal auf. Wir erhalten also

1 N
O = Ty &

( )qﬂ'u (S dT — K
=0

-
J
[ ]

Es gibt natiirlich noch eine Menge komplizierterer Optionen als einfache Calls. Ein Beispiel
dafiir sind sogenannte Barrier-Optionen. Sie dienen typischerweise dazu, einen ,,billigeren“ Call
bzw. Put anzubieten. Man unterscheidet hier zwischen zwei Mechanismen beim Treffen einer
Barriere: knock-in und knock-out. Beim knock-in wird der Kontrakt erst dann aktiviert, wenn
die Barriere innerhalb der Laufzeit erreicht wurde. Wird die Barriere nicht erreicht, ist der Kon-
trakt wertlos. Beim knock-out ist es gerade umgekehrt; beim ersten Erreichen der Barriere wird
der Kontrakt wertlos. Desweiteren unterscheidet man, ob die Barriere von oben (,up®) oder von
unten (,down*) durchbrochen wird. Es gibt demnach vier Typen von Barrier-Optionen: down-
and-out, down-and-in, up-and-out und up-and-in. Eine Beziehung ist sofort klar: Hilt man eine
knock-out und eine knock-in Option vom gleichen Typ, so ist der Wert des Portfolios gleich dem
Wert einer Standard-Option.

Es gibt auch Optionen mit einer zeitabhédngigen Barriere, z.B. Asian barrier options, wo das
geometrische Mittel des Aktienkurses die Rolle des Indikators spielt, oder Forward start, Early
ending, Window barrier options, bei denen nur ein Teilbereich der Barriere eine Rolle spielt.
Ein Lookback Call hat den Payoff (S — min, ¢z 77 S,)" fiir ein festes t < ¢ < T. Die risikoneu-
trale Bewertungsformel liefert hier

1
LC=—— [ E9Sr) — E9( min S,,) .
e (B9 - 22 i 50)

Ein niitzliches Hilfsmittel fiir die Bewertung einer Barrier-Option ist das Spiegelungsprinzip.

Das Spiegelungsprinzip. Im CRR-Modell miissen wir zwei grundsétzliche Fille unterschei-
den, p = 1 —-p = P(,up“) = P(,down®) = % und p # % Der erstere Fall ist natiirlich der
einfachere.

Satz 3.4.2. Fir S, =% & mit & € {u, —u} #d und P(§ = u) = % gilt

P(S, <a, ax Si >b)=P(S, >2b—a), (3.21)

wobei 0 < a < b= ku fir ein k € N.

Beweis: Die wesentliche Idee ist in folgender Skizze ersichtlich. Die durchgezogene Linie stellt
einen Beispielpfad fiir (S¢)o<t<n dar, der max S; > b erfiillt. Fiir diesen gibt es einen ab 7 :=
inf{l <i<mn: S;>b} an b gespiegelten Pfad (gestrichelte Linie)

i

7(w)
5@ =Yg - Y &w), i27w). (3.22)
j=1

j=7(w)+1
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2B @ --mmrmm oo

Die Bedingung {S,, < a} wird fiir den gespiegelten Pfad zu {S, > 2b — a}, die Bedingung
{max S; > b} ist fiir den gespiegelten Pfad immer erfiillt. Da wir p = P(§; = u) = % vorausge-
setzt haben, hat jeder Pfad die gleiche Wahrscheinlichkeit, nimlich p/(1 — p)"~7 = (%)n (7 ist
Anzahl der ups). |

Fiir den asymmetrischen Fall p # 1 — p muss man beachten, dass der gespiegelte Pfad eine
andere Wahrscheinlichkeit hat. Deswegen formulieren wir die Aussage auch nur fiir festes a und

b.

Satz 3.4.3. In der Notation von Satz 3.4.2 mit b = ku und a = lu gilt:

k—1
_ , _ (P —9p _
P(S, = a, [nax Si >b) = (1 —p) P(S, =2b—a). (3.23)

Beweis: Wir betrachten die Folgenden beiden Bilder. Im linken Bild sind wieder ein Beispielpfad
und der zugehorige an b gespiegelte Pfad dargestellt. Da p # 1 — p gilt, haben diese beiden
Pfade unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten. Im rechten Bild erzeugen wir einen neuen Pfad
(gestrichelte Linie) durch Ersetzen von zwei downs durch ups, alle anderen ups und downs
werden vom urspriinglichen Pfad (durchgezogene Linie) iibernommen.

2-a 20-a /\\
b b
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Die Schliisselbeobachtung ist also, dass nur eine feste Anzahl von downs in ups getauscht werden
muss, ndmlich so viele, wie Knotenpunkte von b nach «a fithren (im Beispiel 2 Knotenpunkte).
Mit unserer Notation b = ku und a = lu besitzt der gespiegelte Pfad gerade k — [ ups mehr als
der Originalpfad. Die Anzahl der Pfade bleibt gleich, aber die Wahrscheinlichkeit dndert sich,
und zwar muss an k — [ Stellen 1 — p durch p ersetzt werden, also

k-l
P(S, = a, » Jax S; >b)=P(S,=2b—a) (1ﬁp> .

Wir moéchten das Spiegelungsprinzip nun fiir die Bewertung eines up-and-in Calls verwenden.
Dazu wandeln wir das betrachtete Modell S; = Sy H -1 & durch Logarithmieren von Produkt-
auf Summengestalt um, und erhalten

Se=Ing Zln@
i=1

Die Bedingung (In&;) € {a,—a} ist nun gleichbedeutend mit & € {e?, e} := {u, 2}. Mit der
Barriere B > K erhalten wir

_and-i 1
Cup and-in  _ EQ ((1 - r)T (St — K)+1{max1§jg S]-zB})

T ; +
1 u’
— Q .
N ZE <1{ST50 ul oy (SOuTi - K> Lmax; <j<r szB}>
i=1 u

L 2i=T 2i—T
== —_— = > —_ .
1+ )7 E Q (ST Sou“", max S; > B) (Sou K)

i So

— —Soqu T>K

Jetzt miissen wir noch die Wahrscheinlichkeit bestimmen. Mit B = Sou® und 2i — T < k (d.h.
B > St > K) haben wir

'7 Sl . S
21 > — —_ > .
Q <ST = Sou , 1I%agx S; B) Q <ln S0 = (2 — T)Inu, 1r<n]a<x In S, kln u)

Hierauf ldsst sich das asymmetrische Spiegelungsprinzip anwenden und wir erhalten

q k+T—21 S
— () Q<lnST:2k:lnu—(2i—T)lnu>

0

k+T—2i
- (1 _ o 2k+T—2i
N (1 — q) @ (ST Sou )

d.h. wir haben zunédchst 2k + T' — 27 ups und auf den restlichen Knotenpunkten ebensoviele ups und downs

k+T—21
q) Q (St : St hat T+ k — ¢ ups und i — k downs)

- (e
(

k+T—2i
4 ' T qT-I—k—i(l _ q)i—k
1—gq TH+k—1 )
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3.5 Konvergenz der Optionspreise im Binomialmodell und Black-
Scholes-Formel

In diesem Kapitel werden wir das CRR-Modell fiir immer feinere Abstéinde betrachten und
die Konvergenz von Optionspreisen analysieren. Fiir eine bestimmte Wahl der Konvergenz der
Schritthhen im CRR-Modell erhélt man als Grenzwert das beriihmte Black-Scholes-Modell.
Dabei wird aus der im vorigen Kapitel abgeleiteten Call-Bewertungsformel (Satz 3.4.1) die
beriihmte Black-Scholes-Formel.

Wir betrachten den festen Zeitraum [0,7] und unterteilen ihn in n #quidistante Intervalle der

Lange A, = % Der risikolose Return im sogenannten ,,continuous compounding* fiir ein Inter-

vall ist gerade e®"". Die Wahl der Schritthohen ist das eigentlich wichtige. Wir bezeichnen mit
o > 0 die Volatilitdt und definieren die Zufallsgrofie

¢ exp (rAy, + ov/Ay)  mit Wahrscheinlichkeit p
~ | exp(rA, —ov/A,)  mit Wahrscheinlichkeit 1 —p

Der Aktienkurs im Zeitpunkt 7" im Modell mit n Intervallen ist dann gegeben durch S7 =
So [17, &"; die sogenannten log-returns, also die logarithmische Rendite ist

lnSiil =g’ =rAp+oVA,, 1<i<n

Wir werden sehen, dass fiir p = % die Standardabweichung der returns {iber einer Periode gerade

oA, ist, weshalb die Bezeichnung Volatilitdt fiir o gerechtfertigt ist.

3.5.1 Konvergenz unter dem historischen Maf}

Wir nehmen an, dass unter dem historischen Mal P gilt p=1—p = % Dann haben wir fiir den
Erwartungswert und die Varianz der log-returns

E(lnery = %(rAn+a\/En)+%(rAn—a\/E) ~ A,

var(lng) = E((In& —rA,)?) = %(U@)2+%(—J@)2 = o?A,.

Da InS™(T) =1InSo+ Y ;" In& gilt, haben wir
E(nS™(T)) = ImSo+» E(ng) = nSy+nrA, = InSy+rT
i=1

var(lnS"(T)) = var(Zlnfi) = ZVar(lnfi) = no’A, = ¢°T,
i=1 i=1

wobei die Unabhéngigkeit der £ ausgenutzt wurde.

Die Summe besteht aus unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen In¢}*, welche nach
dem zentralen Grenzwertsatz (fiir Dreieckssummen) gegen eine normalverteilte Zufallsvariable
konvergiert.

Lemma 3.5.1 (erweiterte Version des zentralen Grenzwertsatzes). Sei fiir jedes n € N eine
Folge Y™ = (Y{",...,Y") von Zufallsvariablen gegeben mit folgenden Eigenschaften.
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i) Fir jedesi=1,...,n gilt |[Y*| < K™ fir eine Konstante K™ mit K™ "=3 0,
it) Fir jedes feste n sind die Zufallsvariablen (Y*)1<i<n #id.

(2

iii) Fir Z" =" Y gilt E(Z") "= p, var(Z") "= o2

Dann konvergiert die Folge (Z™)nen in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable mit

Erwartung p und Varianz o?.

Anwenden von Lemma 3.5.1 liefert also
In S™(T) <, N(n Sy +rT,0°T) fiir n — oo, (3.24)
was soviel bedeutet, dass fiir jede beschrinkte und stetige Funktion f : R — R gilt

(x —InSy — ’I“T)2> .

1
/ ) e ( =i

E(f(ns™(T))) "=

3.5.2 Konvergenz unter dem Martingalmaf
Zunichst betrachten wir die risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten im Modell mit n Intervallen
an. Diese sind gegeben durch

erAn —d erAn _ eTAn—J\/An 1— e—a\/An
n
dn = Uy, — dn - erAn+a'\/An _ 6TAn*U\/An - o0 /Ay oo . .

Lemma 3.5.2. FEs gilt
1
G =5 = TVB+O(A), (3.25)

insbesondere also lim ¢, = %
n—oo

Beweis: Fir v — 0 gilt e* =142+ % + O(23) und wir erhalten

1 — e oVhn
In = eoVAL _ pg—oVA,
1— (1= oyA, + 22 1 0(A%?)
(14 0VB, + T2 1 O(AY?) — (1 - oV/A, + C2n 1 O(AY)/?))
RV/ N CG TUN R B

Wir wollen wieder den zentralen Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata anwenden und berechnen
nun den Erwartungswert und die Varianz der log-returns unter dem Martingalmafl Q.

Lemma 3.5.3. Unter dem risikoneutralen Maf$ Q gilt:

E9(Ingl)

2
var(In ) = oA, + O(A?).

02
<r - ) A, + O(AY?)
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Beweis: Wir erhalten mit Hilfe von Lemma 3.5.2
EQ(lnfzn) = gu(rAp+ovVAR) + (1 —qn)(rA, — o Ay)
= rA,+o0vVAL(2¢, — 1)
= 1Ay + oA (1 — %\/An +O(A,) - 1)

0,2
= 1A= A+ O(A3/?),

2 2 2 2
var?(In€r) = qn <m/An + %An + O(A;’;ﬂ)) +(1—qn) (—m/An + %An + O(Agﬂ))
= 0 (%20 + O(AYY)) + (1 - a) (o220 + (&)
= oA, +O(AY?),
[ |

Satz 3.5.4. Fiir n — oo konvergiert die Verteilung von Z™(T) = In S™(T) unter Q) gegen eine
Normalverteilung mit Mittelwert p = (r — %2) T +1n Sy und Varianz o*T.

Beweis: Nach Lemma 3.5.3 ist

2 T e
E?(2"(T)) = 1nso+n<r”2> A+ Z-O(AY?) = g,
Q(zn = 2 xr 2y "o 2
W (Z1)) = no’A, + 0(A2) = 6T,
Lemma 3.5.1 liefert die Behauptung. n

Die Lognormalverteilung Nach Satz 3.5.4 bzw. Gleichung (3.24) konvergiert die Verteilung
von In S™(T') fir n — oo gegen eine Normalverteilung. Es folgt, dass die Verteilung von S%.
asymptotisch lognormal verteilt ist. Dabei hat eine Zufallsvariable S auf (0, c0) eine Lognormal-
verteilung mit Parametern p, o2, S ~ LN (u,02), falls Z := In S gemiB N (u, 0?) verteilt ist.
Die Verteilung hat folgende Eigenschaften.

e Dichte. Da P(S <) = P(Z < Inux), folgt fiir die Verteilungsfunktion Fs(x) = Fz(Inx),
x > 0. Damit gilt fiir die Dichtefunktionen

1 1 (Inx — p)?
! _ / - - - N P
Fs(z)' = F(In x)w = exp < 57 . (3.26)
Die folgenden beiden Bilder zeigen die Dichtefunktion fiir verschiedene Parameter von p

und o2.

Dichte der Lognormal-Verteilung fiir mu=0

Dichte der Lognormal-Verteilung fir sigma=1

0.9

sigma~2=0.25
sigma~2=0.5
sigmar2=1
07| sigma~2=1.5
417 % —-— sigmar2=2

0.8+

osff‘,‘/ N
05, !
041
03
02 R

0.1+ e

L e B B s e e e e B B AL
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
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¢ Erwartungswert und Varianz. Es gilt E(S) = exp (,u + %2> und var(S) = exp (2 +

02) (e"2 — 1).
3.5.3 Die Black-Scholes Formel

Lemma 3.5.5. Fiirn — oo konvergiert der Preis einer europdischen Call-Option gegen e_"TE((eZT—

K)+>, wobei Zp ~ N(ln So + (r — %2)T, 02T>.

Beweis: Idee: Der Call-Preis im Modell mit n Diskretisierungen ist als Erwartungswert der
diskontierten Endauszahlung unter dem Martingalmafl gegeben,

on = e—TTE((eZ% - K)+), Z8 = 1n S

Die Behauptung folgt also aus der Definition der schwachen Konvergenz. Ein Problem stellt sich
jedoch, da die Auszahlung eines Calls zwar stetig, aber unbeschriankt ist, so dass der zentrale
Grenzwertsatz nicht direkt angewendet werden kann. Via Put-Call-Paritét kann dieses Problem
gelost werden.

Technische Details: Fiir einen Put gilt wegen der Beschrinktheit der Auszahlungsfunktion

P = e—TTE((K - eZ¥)+) oo e_TTE<(K - eZT)+) — P
Da e?T ~ EN( In So+(7“—%2)T, 02T>, erhalten wir fiir den Aktienkurs e "7 E (eZT> =Sy = 5.
Aus der Put-Call-Paritét fiir das Modell mit n Diskretisierungen folgt
Cl=8y—Ke ™+ Py "3 8, — Ke " 4 P,
Weiterhin ist
Py+So—e K = e T[B((K - ¢?r) )+eTTSO— K|

= ¢"E ( T4 e?T — K)
("

_ —T'TE )

und die Behauptung folgt. [ |

Jetzt konnen wir unser Hauptergebnis formulieren.

Satz 3.5.6. Gegeben sei eine Folge von Binomialmodellen mit

un:exp<7"An+a\/A7n>, dn:exp<rAn—a\/A7n), AN:%

und stetiger Verzinsung mit Zinssatz r. Dann konvergiert der Preis einer Furopdischen Call-
Option mit Ausiibungspreis K und Falligkeit T fiir n — oo gegen

Co := So®(dy) — Ke "T®(dy), (3.27)
wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist und
ln(%) + (r+%2)T

dy = 7 , (3.28)

dy == dy—oVT =

(3.29)
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Bemerkung. Der Ausdruck (3.27) ist die Black-Scholes Formel fiir eine européische Call-Option.

Beweis: Nach Lemma 3.5.5 ist zu zeigen, dass (3.27) gleich e’TTE((eZT - K)+> ist. Wir
definieren

e—rT 0-2
ai= ——m. i=1nS, + <r—2> T, &:=aVT,
xe

und erhalten

e*TTE((eZT - K)+> - « 70 (" — K) exp <—W> dz

[ oo (@ = [ o w—p?
= a/e eXP(W dr — Ka exp ~ oz dx .
In K In K

:;Il ::IQ

Wir berechnen im folgenden das Integral I;. Durch eine quadratische Ergédnzung stellt man den
Integranden als Produkt einer Normalverteilungsdichte und eines variablenfreien Korrekturterms

dar. Der Integrand von I; hat die Form exp (A(x)) mit

o) = oo @ 2w’ ey
252 252
2
(2= () + (w2 - (u+%?)
- 262
2
(l‘ — (InSp + (r+ %Q)T))
= — 53T + (In Sy +rT),
wobei man die letzte Gleichheit durch einsetzen von p+62 = In So + (r + %Q)T und % -
W+ %2 =1n Sy + T erhilt. Unter Beachtung von ae™50+T = \/2”10—%,50 folgt
2
S e <x — (ln So + (7‘ + %Z)T)>
n—_ % _ dz. 3.30
' Varo'T J o 20°T ’ 330
In K

Betrachten wir nun eine normalverteilte Zufallsvariable Z mit

7 ~ N(ln So + (r + %2)T, UzT), dann ist Z_IHSO;%02/2)T ~ N(0,1) und Gleichung (3.30)

lasst sich schreiben als

I, = SoP(Z>mK)
Z—InSy— (r+02/2)T WK —InSy— (r+0%/2)T
= SP >
ovT ovVT

Z—InSy— (r+02/2)T
= S P > —d
0 ( T 1

= So(1-®(-d1)) = Sod(dn),

wobei man die Symmetrieeigenschaft der Standardnormalverteilung ausnutzt. Die Berechnung
von Integral Iy geht analog, hier kann sogar auf die quadratische Ergénzung verzichtet werden.
|
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3.5.4 Eigenschaften von Call- und Putpreisen

Neben der Black-Scholes Formel fiir eine Européischen Call
Co = So®(dy) — Ke "1 d(dy)
lasst sich mittels der Put-Call-Paritét auch eine Formel zur Berechnung des Putpreises angeben,
Py = —So®(d1) + Ke "' ®(—dy),

wobei dq und ds in (3.28) bzw. (3.29) definiert sind. Die folgenden beiden Bilder zeigen den Call-
bzw. Putpreis in Abhéngigkeit des Aktienwertes.

Preis einer Call-Option in t im Black-Scholes Modell (K=100, =0.03, sigma=0.2) Preis einer Put-Option in t im Black-Scholes Modell (=100, r=0.03, sigma=0.2)

H4|—— T=0 s d —_1=0

4|— T=0.25 — T=025
20| — T=05 s 20 — T=05
| =-—-T=0.75 ‘/'/// 1 — =T T=0.75

R E— s 4 R
4 ™= R ] T=1

S_0

Die hedge ratio. Wir erinnern uns an das Hedging im Binomialmodell. In (3.18) und (3.19)
haben wir gezeigt, dass wir im Zeitpunkt ¢ das replizierendes Portfolio zu einem Anteil von 0; 1
aus der Aktie bestehen muss mit

0 _ Cini(u) = Ciia(d)
41,1 S, —d) :

Schaut man sich ;411 genauer an, so sieht man, dass 6;111 die diskrete Ableitung von C
beziiglich S ist,

Opr11 = igjﬁ ~ Zg. (3.31)
Im Black-Scholes Modell erhélt man fiir 1 also die Ableitung beziiglich des Aktienpreises. Fiir
eine mathematisch korrekte Herleitung werden allerdings Hilfsmittel der stetigen Finanzmathe-
matik benotigt. Die Ableitung des Optionspreises bzgl. des Aktienkurses wird auch als Delta

oder hedge ratio bezeichnet. Es gilt

oC

Ao = 5g =)
oP

Ap = %—_‘I)(—dl)

Bemerkung. Es ist Ap = Ag — 1.

Nun kann man sich auch fiir die Sensitivitdt von Delta interessieren, d.h. wie sensitiv ist unser
Hedge beziiglich Anderungen des Aktienpreises. Diese Sensitivitit wird duch Gamma ausge-
driickt. Sei ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung. Wir erhalten

_ O0Ac 0’C _ p(dy)

9SS 05?7 SpoVT

0Ap

'y = —&=TI¢.
P S C

I'ce =
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Bemerkung.

49

e Es gilt 0 < Ag < 1. Liegt ein Call weit im Geld (S > K), so steigt die Wahrscheinlichkeit
»in-the-money“ zu enden, deshalb geht sein Delta gegen 1. Umgekehrt profitieren Calls,
die weit aus dem Geld liegen, wenig von einem Aktienwachstum, deshalb geht ihr Delta

gegen 0.

e Es gilt immer I'c > 0. Mit wachsendem Aktienpreis steigt die Wahrscheinlichkeit ,,in-the-
money* zu enden, d. h. wir bendtigen einen gréfleren Anteil der Aktie im replizierenden

Portfolio, also muss Delta wachsen.

Die folgenden Bilder verdeutlichen den Verlauf von Delta und Gamma fiir eine Call-Option.

Delta einer Call-Option im Black-Scholes Modell (K=100, r=0.03, sigma=0.2)

Gamma einer Call-Option im Black-Scholes Modell (K=100, r=0.03, sigma=0.2)

0.008-
i 0.007-]
0.006-

77 0.005
s 0.004-]

0,003~

PRt — 1025
1. — 1=05
0.1 ----T=075
——T1

0.002

— =025
— T=05
— = T=075
——T=1

T T T T T T T T T T
0 85 90 95 100 105 110 115 120 80

Weitere Greeks.

Zur Bewertung einer Européischen Option mit festem Ausiibungspreis K

und festem Ausiibungzeitpunkt im Black-Scholes Modell benttigen wir neben dem Aktienpreis
noch weitere Parameter, die Restlaufzeit T, die Volatilitit o und den Zinssatz r. Man betrachtet
auch beziiglich dieser Parameter die partiellen Ableitungen des Optionspreises und erhélt die

folgenden Sensitivitdten.

Vegap = % = So\/ip(dl)
Vegap = g—f = Vegag
Thetac = 683 = _So;go\/%h) —rKe "T®(dy)
Thetap = aaf = —Sogj%fll) + e T®(—dy)
Rhoo = ?; = KTe "®(dy)
Rhop = g]: = —KTe "T®(—dy)

Bemerkung.

e Vega ist kein griechischer Buchstabe. Vega ist immer positiv. Eine wachsende Volatilitét
fithrt zu einer breiteren Verteilung des Aktienkursendwertes und damit zu einer héheren

Wahrscheinlichkeit, dass ein Call im Geld ist.
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e Theta ist die Ableitung beziiglich des aktuellen Zeitpunkts bei festem Ausiibungszeitpunkt.
Das Theta eines Calls ist immer negativ, weil ein Call mit wachsender Restlaufzeit immer

wertvoller wird. Das Theta eines Puts hat in der Regel einen Vorzeichenwechsel.

Die beiden folgenden Bilder zeigen Theta fiir eine Call- und Put-Option.

Theta einer Call-Option im Black-Scholes Modell (K=100, r=0.03, sigma=0.2) Theta einer Put-Option im Black-Scholes Modell (K=100, =0.03, sigma=0.2)

Volatilitdtsschitzungen. Das Black-Scholes Modell benétigt fiinf Input-Variable, den Ausiibungspreis
und den Ausiibungszeitpunkt, die festgelegt sind, den Aktienpreis und den Zinssatz, die am

Markt abgelesen werden kénnen und die Volatilitat, welche nicht direkt beobachtbar ist. Man

kann aber z. B. die historische Volatilitit als Schatzwert nutzen. Man beobachtet an den letzten

n Handelstagen den Aktienkurs {Sy,, ¢ = 1,...,n} und bildet den Erwartungswert und die

Varianz der Log-Returns dieser Daten,

1 o St, 1 & Sk, 2
0= = In ( —% 52 = In{—==+) -4 .
o) () 4

=1

Mit o0 = 6+/ti+1 — t; annualisieren wir noch die tégliche historische Volatilitét auf eine Jahres-
basis.

Man kann aber auch versuchen, die implizierte Volatilitit (implied volatility) zu schétzen, in dem
man am Markt die Preise von Optionen auf dieselbe Aktie beobachtet. Invertieren der Black-
Scholes Formel liefert dann die Volatilitat. Hier zeigt sich aber das Problem, das verschiedene
Optionen verschiedene Volatilitédten liefern, man beobachtet den sogenannten ,volatility smile®.
Ursachen dafiir sind, dass im Black-Scholes Modell keine Transaktionskosten beriicksichtigt sind,
das Black-Scholes Modell stetiges Handeln annimmt, wihrend am Markt nur diskrete Werte be-
obachtet werden oder dass die beobachteten Optionspreise und die zugehorigen Aktienpreise zu
unterschiedlichen Zeitpunkten beobachtet wurden.

3.6 Optimales Stoppen und Amerikanische Optionen

3.6.1 Optimales Stoppen

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit einer Filtration (F,)n=01,.. n. Ge-
geben sei ein Auszahlungsprozess H, d.h. ein adaptierter, nicht-negativer Prozess
(Hp)n=0,1,..,N, dabei bezeichne H,,(w) die Auszahlung, die man erhélt, wenn man das System
im Zeitpunkt n und Zustand w ,,stoppt“. Wir definieren

T:= {7‘ :Q —{0,1,...,N}, 7 ist Stoppzeit bzgl. (fn)n:(),l,“_,N} (3.32)
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und kénnen das optimale Stoppproblem formal wie folgt schreiben: Bestimme eine Stoppzeit 7*
mit

™ € argmax {E(H,): 7€ T}. (3.33)
Beispiel: Wir werden im néichsten Abschnitt sehen, dass die Bewertung einer Europiischen
Put-Option auf ein Stopp-Problem mit H; = e™"(K — S;)™ fiihrt.

Definition 3.6.1 (Snell envelope). Der Snell envelope (Uy,)n=0,1,...n des Auszahlungsprozesses
(Hp)n=01,...~ ist rekursiv definiert durch

Uy = Hy, Uy :=max{H,, E(Uy41|F,)} firn=N—-1,N—-2,...,0. (3.34)

Proposition 3.6.2. Der Snell envelope U zum Auszahlungsprozess H ist das kleinste Super-
martingal mit U, > H, fiir allen € {0,1,...N}.

Beweis: Nach Defintion von U gilt U, > H, und U, > E(Up41|Fn), also ist U ein Supermar-
tingal. Sei nun ein weiteres Supermartingal U mit U,, > H,, gegeben. In N gilt Uy = Hy < Uy.
Gilt fiir ein 0 < k < N, dass Uy, < Uy, so folgt

Up—1 = max { Hy_1, E(Uy|Fy—1)} < max {Hy_1, E(Ux|Fi-1)} < Up_1,
wobei die letzte Ungleichheit folgt, da U ein Supemartingal mit U,, > H,, ist. |

Proposition 3.6.3 (Charakterisierung optimaler Stoppzeiten). Eine Stoppzeit 7 € T ist optimal
genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1. H, = U,

2. Der gestoppte Prozess U™ mit U] := Urpy, ist ein Martingal.
FEine optimale Stoppzeit ist durch Ty = inf{n =0,...,N: U, = H,} gegeben.

Beweis: Da U ein Supermartingal mit U, > H, fiir alle n =0,1,..., N ist, gilt
E(Hz) < E(Uz) < Uy, V7 €T, (3.35)

wobei die letzte Ungleichheit aus dem Stoppsatz folgt. Erfiillt nun 7 die Bedingungen (i) und
(4), so gilt
E(H) = E(U;) = E(UR) = Us, (3.36)

=H Da U und H

Tmin*

also ist 7 optimal. Betrachten wir nun 7,,;,. Nach Definition gilt U,

min

adaptiert sind, ist 7,4, eine Stoppzeit, es ist also {7 > n} € Fp,. Damit folgt

EWUmr | Fo) = Yppsmd EUnta | Fo) + Lr <y Ui

- 1{7'min>n} Un + 1{Tm1n§n} UTmin

— Tmi
— Unmzn’

also ist U™min ein Martingal. 7, erfiillt die Bedingungen (¢) und (i7) und ist somit optimal.
Umgekehrt folgt aus der Optimalitéit von 7,4, Gleichheit in (3.35). Dies impliziert aber sofort
die Giiltigkeit der Bedingungen (i) und (%) fiir jede optimale Stoppzeit. [

Folgerung 3.6.4. Es gilt
sup {E(HT) Lre 11‘} = U (3.37)
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Folgerung 3.6.5. Sei U, = M, + A, die Doob-Zerlegung von U, wobei (Ap)n=o1,..N €in
fallender, previsibler Prozess mit Ay = 0 ist. Definiere

P—— {n € {0,1,...,N—1}: Ay # o} AN, (3.38)

wobei min() := oco. Dann ist Tpaee eine Stoppzeit sowie Lisung des optimalen Stoppproblems
(3.33). Fir jede weitere Losung 7 von (3.33) gilt 7% < Tpmaz-

Beweis: Der Prozess A ist previsibel, deshalb gilt fiir n = 0,1,..., N — 1 {7pax = n} = {4, =
0, Apt1 <0} € Fr. In N gilt {70 = N} = {An = 0} € FN; Timae ist also eine Stoppzeit. Fiir
den gestoppten Prozess gilt aufgrund der Definition von 7,4z

U’;’;maz — M;;maz _|_ A:Lmaz — M;;maz,

d.h. U™ ist ein Martingal und Bedingung (i) von Proposition 3.6.3 ist erfiillt. Bleibt noch
Bedingung (i) (U. = H, ..) zu zeigen. Auf {74 = N} gilt dies per Definition von U.

Tmazx Tmaz

Betrachten wir {7, = n < N}, auf dieser Menge gilt
E(Un+1 - U, ‘ fn) = (An+1 — An) = An+1 < 0.

Es gilt also U, > E(Up+1 | Fn) und somit U, = H,. Nach Proposition 3.6.3 ist Tj,4, somit
optimal. Die letzte Behauptung ist leicht zu sehen. |

Beispiel: (,,Call-Spread*“.) Betrachte eine Zustandgréfie X in einem 2-Periodenmodell, die
sich geméfl des folgenden Baumes verhéllt.

X, = 140
X, = 100 X, = 100
X5 = 60

Wir betrachten einen Call-Spread mit K7 = 100 und K2 = 120 und haben den Auszahlungspro-
zess H, = (X,, — 100)" — (X,, — 120)*. Die folgende Tabelle gibt die Werte des Auszahlungs-
prozesses und der Snell envelope fiir jeden Pfad an.

Pfad n=0 n=1 n=2

w1 Xo=100 Hy=0 Uy=10| X; =120 H; =20 U; =20 | X5 =140 H> =20 Uy =20
wy | Xog=100 Hog=0 Uy=10| X; =120 H1 =20 U; =20 | Xo=100 Hy=0 Uy=0
w3 | Xo=100 Hy=0 Uy=10| X;=80 Hy=0 U; =0 |Xo=100 Hy=0 Uy=0
wy | Xo=100 Hy=0 Uy=10| X;=80 H1=0 Ui =0 | Xo=60 Hy=0 Uy=0

Die Snell envelope wurde dabei rekursiv definiert.

U, Hy— { (2]0, falls Xo = 140
,  sonst
1.20+1.0=10, falls X; =120
—J 2 2 ’
E(Uz‘}—l)_{ %-O+%~0:0, sonst
max{20,10} =20, falls X; =120
Uy max{Hy, E(Uz|F1)} = { 0 ¢ J '
, sonst
1 1
E(U4|Fy) = 5-20—|—§'0: 10
Uy max{ Hy, E(U;|Fy)} = max{0,10} = 10.
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Damit erhélt man als eine Losung des Stoppproblems
Tonin () = inf {n €{0,1,2} : Up(w) = Hn(w)} —inf{1,2} =1 Yw € {wi,...,wi}.

Beispiel: (H ist ein Martingal.) Nach dem Stoppsatz gilt in diesem Fall fiir jede Stoppzeit
7€ T E(H;) = Hy, so dass jede Stoppzeit optimal ist. Die Snell envelope von H ist durch den
Prozess H selber gegeben. Wir erhalten somit 7, = 0, Tinaz = V.

3.6.2 Amerikanische Optionen

Wir arbeiten nun wieder unser Mehrperiodenmodell M, welches wir in (3.1) definiert haben,
d.h. wir betrachten die d + 1 Wertpapierpreise (S¢;)t=0.1,...~, ¢ = 0,1,...,d, wobei Sy > 0 das
Numéraire ist.

Definition 3.6.6. Ein Amerikanischer claim ist ein nicht-negativer, adaptierter Prozess (Cy)i—0.1

yhyeeey

die Zufallsvariable Cy modelliert die Auszahlung bei Ausubung zum Zeitpunkt t. Der zugehorige
diskontierte claim (Ct)t —0,1,...,N ist gegeben durch C, = S 0

Beispiele: a) Fiir einen Amerikanischen Put auf das Wertpapier (S¢;)t=0.1,..n5, ¢ € {1,...,d}
haben wir als Amerikanischen claim C; = (K — S; ;).

b) Fiir einen Européischen claim H > 0 und Fx-messbar, der in t = N gezahlt wird, haben wir
0, t=0,1,...,N—1

als Amerikanischen claim C; = { Y

Wir wollen im folgenden Absicherungsstrategien fiir C' aus Sicht des Verkdufers in vollstdndigen
Mérkten betrachten.

Annahme: Der Markt M ist arbitragefrei und vollstéindig, es existiert also ein eindeutig be-
stimmtes Martingalmaf} Q.

Absicherung aus Sicht des Verkiufers. Die Absicherung des Amerikanischen claims muss
unabhéngig von der Ausiibungsstrategie des Kdufers erfolgreich sein. Hieraus ergeben sich fol-
gende Anforderungen.

e In jedem Zeitpunkt t =0,1,..., N muss dem Verkiufer ausreichend Kapital zur Deckung
des Claims zur Verfiigung stehen; bezeichne V; den Wert der Absicherungsstrategie des
Verkéufers, dann muss also V; > C; Vit gelten.

e Kostenminimalitéit: In N sollte das Kapital gleich Cy sein; fiir jeden Zeitpunkt ¢t < N soll
die Absicherung kostenminimal sein.

<IN

Konstruktion eines Wertprozesses. Wir betrachten den diskontierten Wertprozess (f/;)tZO,L---, N

der zu konstruierenden Absicherungsstrategie. Es muss gelten, dass
Vw=Cyn, Vi>C;, t=0,1,...,N—1.

Wir wollen nun einen moglichen Wertprozess bestimmen, dazu gehen wir rekursiv vor. Wir
starten mit Vi := Cy. In t = n < N miissen die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sein:

a)f/tZét
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b) V; muss mindestens dem Kapital entsprechen, das in ¢ = n gebraucht wird, um den entspre-
chenden Européischen claim mit Félligkeit in #41 und diskontierter Auszahlung V11 zu re-
plizieren; nach der risikoneutralen Bewertungsformel muss also gelten V; > E® (Vi1 | F).

Aufgrund der Kostenminimalitit kénnen wir also V; := max{ét, EQ(VtH |.7-"t)} setzen. Ein
moglicher diskontierter Wertprozess der Absicherungsstrategie eines Amerikanischen claims ist
also durch den Snell envelope U (bzgl. des Martingalmafes Q) des diskontierten Amerikanischen
claims C; gegeben.

Konstruktion einer Absicherungsstrategie. Wir betrachten nun die Doob-Zerlegung Utc =
M, + A, des Snell envelope von Cy, wobei M ein Martingal und A ein fallender, previsibler Pro-
zess mit Ag = 0 ist. Da M vollstiandig ist, gibt es eine selbstfinanzierende Handelsstrategie 6,
fiir deren diskontierten Endwert gilt f/ﬁ = Mpy. Da 79 nach Lemma 3.2.3 ein Martingal ist,
gilt fiir alle t =0,1,..., N

V9 = EQ(VE | F) = By | Fr) = M,

AuBlerdem gilt C, < Uté =M+ A < M; = 1;;9 und somit Vte > (; die Strategie 6 ist also eine
Absicherungsstrategie fiir den Verkaufer.

Bemerkung. Wir betrachten die optimal Stoppzeit Tmaz dfzﬁniert in (3.38). Wir wissen, dass
nach Proposition 3.6.3 Ve ein ()-Martingal ist und dass V,, .. = C7, ... gilt. Es folgt fiir den
Wertprozess unserer Strategie

o VO = UC fiir t < Tinas,

o VO > UF fiir t > Tipas (weil A, 11 < 0),

° Vtg = C~'t fir t = Thae-

Insbesondere kénnen wir also zu Zeitpunkten ¢t > 7,4 Geld aus dem Portfolio entnehmen,
falls die Option bis dahin noch nicht ausgeiibt wurde (suboptimale Ausiibungsstrategie des
Verkaufers).

Ausiibungsstrategie des Kéufers. Wir wollen zeigen, dass V00 = SQOUOG der faire Preis der

Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist. Dazu zeigen wir, dass der Wert, den der K&ufer durch optimales
Ausiiben erzielen kann, gleich Voo ist. Sei 7* eine Losung des Problems max{E®(C;) : 7 € T}.
Wir wissen, dass Losungen existieren, z. B. 7% = 7,4, oder 7% = 7p,5,,. Nach (3.36) gilt aulerdem,
dass EQ(C’T*) = UOé . Wir wéhlen nun ein festes 7* und betrachten den Européischen claim H
mit Auszahlung in N

H= 3 1 ¢, N0
- Z {rx=t}t S0
t=0

)

H beschreibt den Payoff, den man erhélt, wenn man die Amerikanische Option im Zeitpunkt
7* ausiibt und den erhaltenen Betrag in das Numéraire Sy investiert. Nach der risikoneutralen
Bewertungsformel ist der diskontierte faire Preis von H gegeben durch

EQ <H> — g9 (i 1{7—*t}ét) = E@ (ér*> = Uoé'
S t=0

N,0
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Der Wert des Européischen claims H liefert aus Kéufersicht eine untere Schranke an den Wert der
Option. Damit haben wir gezeigt, dass der faire Wert der Amerikanischen Option aus K&ufersicht
> V) ist.

Zusammenfassend haben wir

Satz 3.6.7. Der faire Wert eines Amerikanischen claims (Ci)i=o.1,.. N in einem wvollstindi-
gen, arbitragefreien Markt M mit Martingalmafl Q) ist gegeben durch VOO = SO7OUOC, wobei

(Utc)t:O,l,...,N den Snell envelope des diskontierten Auszahlungsprozesses (C’t)tzo 1N = (%)tﬂ),l,m,N
beschreibt.

Ausblick

Die hier abgehandelten Themen bieten nur einen ersten Einblick in die Finanzmathematik in
diskreter Zeit. Fiir eine Analyse von Portfoliooptimierungsproblemen sei etwa auf Pliska (1997)
verwiesen; unvollstindige Mérkte in diskreter Zeit werden etwa in Follmer & Schied (2004)
behandelt.



Kapitel 4

Der Zinsmarkt

4.1 Einfiihrung

Zum Abschluss der Vorlesung diskutieren wir kurz die wichtigsten Produkte auf Zinsméarkten.
Zu Beginn werden wir uns mit den priméren Produkten am Markt vertraut machen. Im Prinzip
entsteht ein Zinsgeschéft bereits, wenn man sein Geld bei einer Bank deponiert, oder sich einen
Kredit leiht. Wieso muss man eigentlich einen Zinssatz zahlen, wenn man sich Geld leiht? Die
Idee die dahintersteht, ist, dass 1000 EUR heute mehr wert sind als 1000 EUR in einem
Jahr. Den entstehenden Wertverlust gleicht man mit einem Zins aus.

Maochte man bei seiner Bank Geld festlegen, so ist die Laufzeit wesentlich. Fiir jede Laufzeit gibt
es einen anderen Zins. Man spricht von einer Zinskurve:

Als Teilnehmer im Zinsmarkt legt man das Geld nicht bei einer Bank fest, sondern man kauft
sich einen Bond. In unserem Fall wére ein Bond mit Nennwert 1000 EUR das richtige. Die
Zinszahlungen treten bei einem Bond als Kupons auf, so dass eine Verzinsung von (jihrlich) 4 %
durch Kupons in der Hohe 40 EUR, jeweils nach Ablauf eines Jahres diese Funktion iibernehmen
konnten. Im Verlaufe der Zeit wird dieser Bond natiirlich seinen Wert &ndern, je nachdem ob die
Zinsen steigen oder fallen. Er kénnte zu einem zukiinftigen Zeitpunkt ¢ mehr oder auch weniger
als 1000 EUR kosten. Typischerweise wird sein Wert auch an den Zeitpunkten, an welchen ein
Kupon ausgezahlt wird, springen.

Ein einfacheres Finanzprodukt wird die Systematik wesentlich erleichtern. Betrachten wir einen
Bond, welcher keine Kuponzahlungen verspricht. Weiterhin normieren wir den Nennwert des
Bonds auf 1. Dies fiihrt zur folgenden

Definition 4.1.1. Ein zero-coupon Bond ist ein Finanzgut, welches zu einem fest vereinbarten
Zeitpunkt (Maturity), sagen wir 7', den Nennwert N = 1 zahlt. Den Preis eines solchen Bonds
zum Zeitpunkt ¢ < T' bezeichnen wir mit B(t,T).

Eine Besonderheit von Bonds tritt hier gleich zu Tage, und zwar ist B(T,T) = 1 und (meistens)
B(t,T) < 1. Solche Bonds eignen sich bereits hervorragend zur Beschreibung anderer Produkte,
namlich der Bonds mit Kupons. Angenommen, ein solcher Bond B¢ zahlt die Kupons K; zu
den Zeitpunkten T;, ¢ = 1,...,n und das Nominal an 7;,, so ist sein Wert zu einem Zeitpunkt
t < Ty gerade

BE(t,T) = B(t,T,,) + zn: K;B(t,T;). (4.1)
=1

56
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Aufgabe 1. Nehmen Sie an, Sie beobachten Bondpreise von Bonds, die an den Zeitpunkten
T, Ty, ..., T, jeweils einen Kupon K zahlen, und zwar B€(t,Ty),..., B%(t,T}). Bestimmen Sie
daraus die Preise von zero-coupon Bonds B(t,T1),...,B(t,T),).

Mochte man nun die Dynamik von Bonds beschreiben, so erweist es sich als niitzlich, nicht die
Dynamik der Bonds direkt anzugehen, sondern sich (geméifi der Marktpraxis) solcher Grofien zu
bedienen, welche mehr Aussagekraft haben. Die Intuition, die man fiir diese Groéflen hat, fiihrt
dann zu besseren Modellen. Wir hatten bereits von einem Zins gesprochen. Ebenso spricht man
ja von einer Zinskurve. Noch besser eignen sich forward rates zur Modellierung. Diese entstehen
aus einer ganz einfachen Uberlegung: Sei ¢ die aktuelle Zeit. Mochte man einen gewissen Betrag
in einem Zeitintervall [T, S] in der Zukunft (¢t < T < S) investieren, so kann man bereits heute
einen Zins dafiir vereinbaren (die sogenannte forward rate).

Sie 148t sich leicht durch folgende Strategie bestimmen

e An ¢: Verkaufe B(t,T) und kaufe dafiir gg’g Bonds mit Laufzeit S. (keine Kosten!)

e An T: Zahle 1 fiir den verkauften 7-Bond.

(t,T)
t

e An S: Erhalte g( 5) als Riickzahlung aus den S-Bonds.

Das entsprechende Finanzprodukt heifit Forward Rate Agreement und verpflichtet den K&ufer
zur Zahlung von 1 EUR an 7" und zahlt ihm im Gegenzug einen (an ¢ fixierten) Zins fiir diesen

Zeitraum, was natiirlich dquivalent zu einer Auszahlung von ggg an S sein muss, d.h. der Zins
(sagen wir F') ist gerade bestimmt durch
B(t,T)
1+(S—-T)F = -,
FE-TF =543

Definition 4.1.2. Dies fiihrt zu einer Reihe von Definitionen:

e Die (diskrete) forward rate fiir den Zeitraum [T', S| zur Zeit ¢ ist

. 1 B(t,T)
pemsy i g (BT ).

e Der (diskrete) Zins fiir den Zeitraum [¢, T'] ist
(4,T) = F(t:4,T) = —— (=1 _1
P2 = s =\ B, 1) '

Die hier benutzten Raten entsprechen den Marktgepflogenheiten, so nennt man den diskre-
ten Zins auch oft market rate oder LIBOR (=London Inter Bank Offered Rate) rate. LI-
BOR rates werden fiir den Zeitraum iiber Nacht bis zu 12 Monaten gehandelt, siehe z.B.
http://www.bba.org.uk/bba/jsp/polopoly. jsp?d=141&a=627. Benutzt man eine stetige Ver-
zinsung R, so ist die Umrechnung zum diskreten Zins F' jeweils

BT 14 F(S-T)

und wir erhalten analog

e Die (stetige) forward rate fiir [T, S] an t ist

~InB(t,S) —InB(t,T)
S—-T '

R(t;T,S) :=
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e Die (stetige) spot rate fiir [¢t,T] ist

~InB(t,T)

R(t,T) := R(t;t,T) = T

Nun mochte man nicht sténdig mit unterschiedlichen Intervallen jonglieren. Dazu 143t man die
Intervalllinge gegen Null gehen und erhélt

e Die (instantaneous) forward rate fur maturity 7" an ¢ ist

f(t,T) = }gilHTlR(t;T, S)=—-0rlnB(t,T).

e Die (instantaneous) short rate an t ist

r(t) = f(t,t) = ltillgrlR(t; T).

Im folgenden werden wir von der instantaneous forward rate als forward rate sprechen, ebenso
steht short rate fiir 7, und mit einem Bond meinen wir typischerweise einen zero-coupon Bond.
Aus obiger Definition ergibt sich sofort der Zusammenhang zwischen Bond und forward rate

et o - [ st0a).

4.1.1 Das Bankkonto

Im Gegensatz zum Black-Scholes Modell haben wir es nun mit einem Markt zu tun, in dem
Zinsen stochastisch sind. Das bisherige Bankkonto e’* gehért somit der Vergangenheit an. Was
kann man nun als Bankkonto benutzen? Investiert man zur Zeit ¢ einen Euro fiir eine Zeit von
der Lange At, so erhilt man an t + At

t+At
B(t,lAt) = exp < / f(t,u) du> =1+ f(t,t)At + o( At).

Hat man zur Zeit ¢t mit dieser Strategie B(t) angespart, so wird daraus

B(t + At) = B(t)B(t,lAt) = B(t)- (1 +r(t)At).

Fiir At — 0 erhalten wir
dB(t) = r(t)B(t) dt.

Die Losung dieser SDE ergibt wie erwartet

0= esn [ o).
0

Man beachte, dass fiir At — 0 in unendlich vielen Bonds gehandelt werden muss. Dies ist
wesentlich trickreicher als obiges Argument vermuten lafit und wird in ?) prézisiert.
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4.1.2 Floating Rate Notes

Neben dem oben schon erwédhnten Kupon Bond mit festen Kupons gibt es auch Vereinbarungen
iiber die Zahlung eines variablen Zinssatzes. Die Zahlung wird zu jedem Zahlungszeitpunkt neu
festgesetzt und orientiert sich an einem benchmark. So kénnte der Kupon zur Zeit T; (i =
1,...,n) aus der LIBOR rate fiir den vergangenen Zeitraum [T;_1, T;] hervorgehen:

Ki =T —T;-1)L(Ti1,T;) - K.

Uberraschend ist, dass K; erst an T; gezahlt wird, dessen Hohe aber schon an T;_; bekannt
ist. Wir werden gleich sehen, wieso dass so ist. Fiir den Wert des Bonds diskontieren wir die
zukiinftigen Zahlungen wie bereits in (4.1) mit den Bondpreisen, allerdings gibt es hier eine
Besonderheit: Der Kupon zur Zeit T; ist zur Zeit ¢ gar nicht bekannt! Man kann, mittels eines
FRA, die verwendete LIBOR-Rate heute schon fixieren. Verwendet man diese in der Berechnung,
so erhélt man fur ¢t < T}

B (t,T) = B(t,Tu) + > _ B(t, T)(T; — Ti-) L(4 Ti-1, Ty) - K

=1
= B(t,T,) + Y B(t.T;) <% N 1) K
i=1 y L1

= B(t,T,) + KZH:B(t,Ti_l) — B(t,T;)) = B(t,T,)(1 — K) + KB(t, Ty).
=1

Fiir K = 1 erhalten wir demnach BF!(¢t,T) = B(t,Tp). Diese Floating Rate Note kann mit
einer einfachen Handelsstrategie repliziert werden, was gerade ihre Attraktivitdt ausmacht. Auf
dem gleichen Prinzip beruhen auch die im néchsten Kapitel folgenden Zins-swaps. Wir haben
bei obiger Berechnung etwas schwammig argumentiert. Die replizierende Handelsstrategie stellt
diese Argumentation jedoch auf solide Fiifle.

Aufgabe 2. Finden Sie die Handelsstrategie, die B! repliziert.

4.1.3 Swaps

Ein Swap ist im Prinzip ein Tauschgeschéft. Bei den standardisierten Swaps wird eine feste
Zinsrate gegen eine variable Zinsrate getauscht. Hauptséchlich gibt es zwei typische Swaps, einen
Payer und einen Receiver Swap. Beim Payer Swap wird die feste Rate gezahlt, beim Receiver
Swap gerade umgekehrt. Der Payer Swap ist demnach durch drei Dinge festgelegt

1. Die Zahlungszeitpunkte 11, ...,7T,,

2. die feste Rate K,

3. das Nominal V.
Der Einfachheit halber nehmen wir dquidistante Zahlungen an und setzen A := T; — T; 4.
Ahnlich wie bei den floating rate notes zahlt man die variable Zinsrate im Nachhinein (engl.

,,in arrears”). Damit zahlt der Inhaber des Payer Swaps an T; (i = 1,...,n) gerade KAN und
erhélt gleichzeitig die LIBOR-Rate L(7T;—1,T;)AN.



KAPITEL 4. DER ZINSMARKT 60

Damit ist der Wert der gesamten Zahlung zur Zeit ¢, d.h. der Wert des Swaps zur Zeit ¢, wenn
wir wieder die tatsichlich verwendete LIBOR-Rate durch ihr Aquivalent zur Zeit ¢ ersetzen,

= Z B(t,T;) (L(t; T, THAN — K AN) (4.2)

- N(B(t, To) — B(t,T) — AK Z:; Bl(t, T))

Den Eintritt in einen Swap gestaltet man moglichst einfach, eben so, dass keine Zahlungen fillig
sind, erst an T;. Genau der Parameter K, fiir den der Swap den Wert Null hat, wird als feste
Zahlung vereinbart. Man nennt dann K die swap rate

B(t,To) — B(t,Ty)
A Z?:l B(tv Tl)

Rsuwap(t) =

Bemerkung 4.1.3. In den spéter behandelten Marktmodellen ist eine andere Darstellung der
swap rate niitzlich. Man verwendet direkt (4.2) und erhélt

swap Z Z B t T )L(t§ﬂ—1vﬂ)’

also ist die swap rate ein gewichtetes Mittel der forward rates mit Gewichten

. B(LT)
CYiL BT

4.1.4 Das Konzept der Duration

Durch den Kauf eines Bonds vereinbart man eigentlich einen gewissen Zins iiber einen Zeitraum.
Sagen wir, der Bond hat den Preis B(t,T) und zahlt keine Kupons, so geht der vereinbarte Zins
aus

B(t,T)=e ¥ .1

hervor. Wir erhalten

Definition 4.1.4. Der (stetige) Null Kupon Zins ist definiert durch

In B(t,T)

Die Kurve gegeben durch 7' — y(t,T) nennt man die (Null Kupon) Zinskurve an t.

Zahlt ein Bond Kupons K;,..., K, an Ti,...,T,, so entspricht sein Preis BC(t7 T) der yield-to-
maturitiy y.,, wenn ¥y, die folgende Gleichung 16st:

T,) = Z Kie~ym (Timt) 4 g=ym (Tn=1)

Definition 4.1.5. Fiir einen Kupon Bond mit yield-to-maturity y sei seine Duration definiert
durch

S (T — t)Kie vm (57t 4 (T, — t)e=vm (Tnt)

D =
BC(t,T,)
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Die Duration ist ein gewichtetes Mittel der Auszahlungszeitpunkte des Bonds, was soviel be-
deutet wie: Konzentrierte man alle Auszahlungen auf einen Zeitpunkt, so erhélt man diese an
t + D. Thre besondere Bedeutung liegt in folgender Formel begriindet:

0

—BY(t,T,) = —D - BE(t,Ty).

OYm

Die Duration stellt somit die Sensitivitdt des Bonds in Bezug auf den Zins y,, dar (bzw. auf
parallele Bewegungen in der Zinskurve), und spielt so die Rolle des Deltas bei Calls und Puts.
Das Aquivalent zum Gamma nennt man Konvezitit:

_ 0*BY(t,T,)

C .



Anhang A

Martingale in diskreter Zeit

A.1 Grundlagen

A.1.1 Bedingte Erwartungserte.

Wir wiederholen kurz den Begriff der bedingten Erwartung. Betrachte den Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P). Mit L'(Q, F,P) bezeichnen wir die Menge aller messbaren Funktionen ¢ :  — R
mit E(|¢]) < oo.

Definition A.1.1. Sei ¢ € L}(Q, F,P) und B eine Sub-o-Algebra von F. Eine Zufallsvariable
z € LY(Q, F,P) heiBt bedingte Erwartung von ¢ gegeben B genau dann, wenn

i) z ist messbar bzgl. B
ii) VBeB: [ dP = [5zdP.
Wir setzen
E(|B) := {z € LY(Q,F,B) : z erfiillt i) und ii) }

Des weiteren schreiben wir auch fiir jedes solche z einfach E(¢|B).

Beispiel A.1.2. Wirft man 2 mal einen Wiirfel und bezeichnet das Ergebnis des jeweiligen
Waurfs mit & bzw. &, so ist E(&|&) = E(&|o(&)) = E(&). Als Ubungsaufgabe bestimme
man E(&§[& + &2).

Wir fassen kurz einige Rechenregeln zusammen:
1. E(E(£]0)) = E(¢)
2. Positivitit. Fur £ > 0 folgt E(¢|B) >0

3. Linearitdt. Fiir B-messbare &1, & gilt

E(&1 - m + & - n2|B) = &iE(m|B) + &E(n21B).

e

Unabhdngigkeit. Ist £ unabhéngig von B, so ist

E(IB) = E(S).

62
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5. Faktorisierung. Ist B = o(n), so schreiben wir kurz E({|n) := E({|o(n)). Mann kann zeigen,
dass E(&|n) eine messbare Funktion von 7 ist, etwa E(&|n) = f(n). Diese Funktion f nennt
man Faktorisierung und wir schreiben

E(ln = z) == f(x).

Ist ¢ unabhingig von 7, so gilt fiir jede messbare Funktion 7 : R? — R, dass
E(T(&,n)ln = x) = E(T(E,x)).

6. Fiir By C By C F gilt
E(E(¢]B2)|B1) = E(£|B1)

A.1.2 Martingale

Als n#chstes wenden wir uns den Martingalen zu. Sie stellen sehr wichtige Hilfsmittel fiir sto-
chastische Prozesse dar. Zunichst benétigen wir ein Konzept fiir die anfallende Information,
welches aus den so-genannten Filtrationen besteht.

Betrachten wir eine Folge von Zufallsvariablen 51, S, .. ., so ist die zu einer Zeit n zur Verfiigung
stehende Information”gegeben durch o(Si,...,Sy,). Natiirlich hat man zu n 4+ 1 mehr Informa-
tion. Die Filtration greift diese Idee auf

Definition A.1.3. Eine Folge von sub-o-Algebren 1 C Fo C --- C F heifit Filtration. Wir
schreiben (F,) = (Fn)n>0-

Definition A.1.4. Betrachte eine Filtration (F,). Ist fiir jedes n > 1 S, € LY(Q, F,P) und
Sy, Fn-messbar, so sagen wir (Sy,)nen ist an (F,) adaptiert. Weiterhin heifit (S, Fpn)nen ein

Martingal, falls E(S,,|F,) = S,
Submartingal, falls E(S,,|F,) > S,
Supermartingal, falls E(S,,|F,) < S,

Vm>n P—fs.

Bemerkung A.1.5. Ein Martingal ist also auch ein Super- und ein Submartingal. Ein Submar-
tingal hat einen Aufwértstrend, ein Supmartingal ein Abwértstrend.

Man beachte, dass (S, F,,) ein Submartingal genau dann ist, wenn (—S,,, F,,) ein Supermartingal
ist.

Beispiel A.1.6.
1. Irrfahrt (Random walk). Betrachte i.i.d. (unabhéngige und identisch verteilte) &;. Dann

1st "
Sni=> &
i=1
ein Martingal falls E(¢;) = 0. (Sub-/Super-Martingal fiir > 0 bzw. < 0)

2. Fiir € € LY(Q, F,P) ist S, := E(£|F,) ein Martingal.

Lemma A.1.7. Sei (S,) adaptiert an (F,). Dann ist (S, F,) ein Submartingal genau dann,
wenn fir allen > 1
E(Sp+1|Fn) = Sh.
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Beweis. Die Hinrichtung ist trivial. Fiir die Riickrichtung nutzen wir eine einfache Induktion
tiber p =m —n. p = 1 ist gerade durch obige Bedingung gegeben. Gelte also E(S)4p|Frn) > Sn.
Dann ist

E(Sn+p+1’-7'—n) > E(E(Sn+p+l|~7:n+1) ‘]‘—n) > E(Sn+1|-7'—n) > Sp. u

Bemerkung A.1.8. Durch Ubergang zu (—S,,) erhiilt man eine entsprechende Aussage auch fiir
Supermartingale und damit auch fiir Martingale.

Beispiel A.1.9.

1. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell (kurz CRR). Das CRR-Modell ergibt ein einfaches
Modell fiir eine Aktie. Wir betrachten zunéchst nur den 1-Perioden-Fall. Dabei ist £; eine
Zufallsvariable mit P(§; —n) = p und P(§; = £) = 1 — p. Fiir den Aktienkurs setzen wir
S1 = 5p + &1. Oft schreibt man auch & = AS7. Wir haben

E(S1) = So + E(&1)

Fiir ein Mehrperiodenmodell méchte man gerne eine multiplikative Struktur und betrachtet
Sp = So - 11" 1&. Nehmen wir an, dass die §; iid sind, so ist .S,, ein Martingal (beziiglich
der von ihm erzeugten o-Algebra) genau dann, wenn E(&;) = 1.

Beweis.
E(Sp|Sn-1,--.,51) = Sn—1E(&|Sn—1,...,51)
= n—lE(gn) - Sn—l- |

2. Das Black-Scholes Modell in diskreter Zeit. Modelliert man &; nicht diskret, sondern

stetig, so bietet sich eine log-normalverteilung an (sie ist eine positive verteilung). Dann

hat jedes &; folgende Darstellung:

& =exp(m+o-n;),
wobei die 7, iid ~ N (0,1) sind. Fiir ein Martingal bendtigt man
E(é) =1=E("™™)
=€ E(e™)
Der Erwartungswert ist gerade

[ ot da,

EQ
wobei ¢(z) = ﬁe‘T die Dichte der Standardnormalverteilung ist. Dann gilt

1 ox 12 02 1 x2—2092+02 02
— [ e _2d:)::e2/ e 2 dr =e2 .
v 2 / v 2

Wir erhalten also ein Martingal fiir m = —‘7—22.

A.1.3 Diskrete stochastische Integrale.
Ein selbstfinanzierender Wertprozess wird die Gestalt
L= 6:AS; =Y 6:i(Si—Si) (A1)
i=1 i=1

haben. Hierbei ist (Sy,)nen ein Martingal und 6; vorhersehbar oder auch previsibel, d.h. 6; ist
Fi_1-messbar. Wir erhalten
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Lemma A.1.10. Ist (S,) ein Martingal und 6; vorhersehbar, so ist mit 0; € L'(Q, F,P) der
Prozess (I,)nen gegeben durch (A.1) wieder ein Martingal.
Beweis. Zu zeigen ist E(I,41|Fy) = I,,. Dazu

n+1
E(l1|F,) = E ( Y 6:AS; |]—"n)
=1

_ Z 0;AS; + E(0, 1 1AS, 1| Fp).
=1

Nun ist 8; vorhersehbar, also
E(0n+1ASn+1|fn) — 9n+1E(Sn+1 - Sn|fn)
= O (E(Sn+1\}‘n) - sn) —0. n

Interessanterweise gilt auch die Umkehrung

Lemma A.1.11. Eine adaptierte Folge (Sp)nen ist ein Martingal, falls fiir jede beschrinkte
vorhersehbare Folge von ZV. (0;)ien,

E(ZGZASZ) =0 VYn>1.
=1

Beweis. Wir zeigen E(Sy,+1|F,) = Sp. Nach der Definition des bedingten Erwartungswertes ist
das gleichbedeutend mit

/E(Sn+1|]-“n)d]13’ = /sn dP, VFeF,
F F

also E(1pSp+1) = E(1rS,). Wir haben also zu zeigen, dass
E(1r(Sut1 = ) = E(1rAS,) =0, (A.2)

Nun wihle 6,11 = 1 und 6; = 0 sonst. Natiirlich ist (6,,) vorhersehbar und beschrinkt und des
weitern gilt (A.2). |

A.2 Stoppzeiten und Optionales Stoppen

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit einer Filtration (F,)nen.

Definition A.2.1. Eine Zufallsvariable mit Werten in NU{oo} heifit Stoppzeit (bezgl. (F,)nen),
falls
{r<n}={weQ:7(w) <n}eF, vV n < oo.

Wir nennen eine Stoppzeit 7 beschrinkt, falls es eine konstante K gibt, so dass P(7 < K) = 1.

Bemerkung A.2.2. T ist eine Stoppzeit genau dann, wenn {7 = n} € F,.
Beispiel A.2.3.

1. 7 =t mit einer Konstanten ¢. Jede deterministische Zeit ist also eine Stoppzeit.
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2. Betrachte einen adaptierten Prozess (Sy)nen. Dann definiert man eine Ersteintrittszeit
durch
8 =inf{n>0:8, € B}

fiir eine Borel-Menge B, beispielsweise B = [a, 00).
Satz A.2.4. Fir eine Stoppzeit T mit P(1 < K) =1 und ein Martingal (Sy)nen gilt:

E(]S7]) < o0 und E(Sr) = E(Sy).

Beweis. Wir betrachten die Zerlegung

K K
Sr=> lrerySr = i Sk
k=1 k=1

Dann ist
K K
B(Sr) = 3 Bl Si) = > (1o E(Sk |7 )
k=1 « k=1
= E(SK > 1{T:k}> = E(Sk) = E(S1) |

k=1
Aufgabe 3. Leiten Sie die entsprechenden Aussagen fiir Sub- bzw. Supermartingale her.
Wir benétigen auch ein Konzept fiir die Information an 7.

Definition A.2.5. Fiir eine Stoppzeit 7 definieren wir
Fr = {AE}':AQ{TSTL}G}}L fiir allen}
Satz A.2.6. Wir haben folgende Eigenschaften
1. F; ist o-Algebra
2. Fiir zwei Stoppzeiten 1,0 mit o < 7 ist F, < Fr.

3. Ist (X)) adaptiert, so ist X, messbar beziiglich F;.

Beweis. (1+2): siche Bingham /Kiesel oder Ubungsaufgabe.

Wir beweisen 3.) Dazu miissen wir fiir jedes Borelsche B zeigen, dass {X,; € B} € F;. Also

{XTGB}O{Tgn}:LnJ{XTEB}ﬁ{T:k}: O{XkEB}ﬁ{T:k}

k=1 k=1 ceFk EFy

Das folgende Theorem von Doob nennt man Theorem iiber Optionales Stoppen oder auch Op-
tional Sampling Theorem.

Theorem A.2.7. Sei (Sp)nen ein Martingal und o, zwei Stoppzeiten mit P(o < K) =P(1 <
K)=1 und o < 7. Dann gilt
E(S;|Fs) = S, f-s.
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Beweis. Zunéchst ist S, F,-m.b. Und S, integrierbar, da

K K
E|S:| = E‘ Z 1{7—=k}5k‘ < ZE|Sk| < 0.
k=1 k=1

[ s.ae= [ suae.
F F

PF = UlF + TlF
Da {pr <n} = (FN{oc <n})U(FN{r<n})eF,ist pr wieder eine Stoppzeit und so
E(1pS;) =E(1pSy)
= E(lFST + 1F'So) = E(lFSU + 11350) = E(Sa’)

Wir zeigen fiir alle F' € F,;, dass

Wir schreiben F' = Q\F. Definiere

Die linke Seite ist aber gerade E(S,,.). Nach Satz A.2.4 ist aber E(S,,) = E(S1) =E(S;). B

Man kann also die Martingaleigenschaft auch durch noch so geschicktes Stoppen nicht austrick-
sen. Durch die Riickrichtung erhélt man eine wichtige Charakterisierung von Martingalen.

Bemerkung A.2.8. Sub/Supermartingale.
Satz A.2.9. Sei (Sy)nen eine adaptierter Prozess mit E|S,| < co. Ist weiterhin E(S;) = E(S1)
fir alle beschrankte Stoppzeiten T, so ist S ein Martingal.
Beweis. Betrachte m > n und F € F,,,. Wir zeigen
E(Snlr) =E(Sylp).
Wieder kénnen wir eine geeignete Stoppzeit definieren, und zwar
pr i =mlp+nlg.

Dann ist pr eine Stoppzeit! Obige Gleichung ist dquivalent zu

E(Smlp + Splp) = E(S,) = E(S).
Die linke Seite ist aber gerade E(S,,) = E(S1). [

Ein gestopptes Martingal ist wieder ein Martingal.
Satz A.2.10. Ist (S,,F,) ein Martingal, so ist (Syan, Fn) wieder ein Martingal.

Beweis. T A n ist eine Stoppzeit, also ist nach Satz A.2.6 S, A, adaptiert.
Sei m > n. Wir unterscheiden {7 > n} und {7 < n}.
E(SramlFa) = E(Lir<nySr + LrsnySoamlF)
= 1r<n}Sr + E(1{ron) Sraml Fn)

Definiere
Pn = 1{T>n}T Am+ nl{Tgn}.
Dann ist p,, eine Stoppzeit und p, > n, also E(S,, |F,) = S, und deswegen
E(LronpSram + Lr<nySn = Ly Sn | Fa) = E(Sp,1Fn) = Lr<nySn = Lirany Sn-

Zusammenfassend folgt E(Sam|Fn) = Sran- [ |
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A.3 Doob-Zerlegung und Supermartingale

Im folgenden betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit einer Filtration (F,)nen-.

Satz A.3.1. Sei X,,, n =0,1,2,... eine Folge von integrierbaren, adaptierten Zufallsvariablen.
Dann gibt es fiir jedes n € N genau eine Zerlegung von X, der Form

X, =M, + A,, wobei (A.3)

o (My,)nen ein Martingal und

o (Ap)nen ein previsibler Prozess mit Ag = 0 ist.

Die Zerlegqung ist induktiv gegeben durch

Ag=0, Api1=An+ EXns1 — Xn | F). (A.4)

Bemerkung. Diese Zerlegung heifit Doob-Zerlegung von X,,.

Beweis: Eindeutigkeit. Sei X,, = M,, + A,, eine solche Zerlegung, dann folgt

E(Xn+1 - Xn ‘ fn) = E(Mn+1 - Mn ’ fn) +E(An+1 - An ‘ fn) = O+An+1 - An, so dass An+1
fiir gegebenes A,, eindeutig bestimmt ist und somit auch M,,11.

Existenz. Der Kandidat fiir A,, ist previsibel. Auflerdem gilt fiir M,, := X,, — A,, durch Anwenden
von (A.4)

Mn+1 - Mn - Xn+1 - Xn - (An—i-l - An) = Xn+1 - Xn - <An + E(Xn—l-l - Xn |fn ) - An>
und somit E(Mpt1 — My |F ) = E(Xps1 — Xn |Fn ) — E(Xnp1 — Xn |Fn ) = 0. m

Folgerung. Ein adaptierter, integrabler Prozess (X}, )ncn ist ein Supermartingal (Submartingal)
genau dann, wenn der Prozess (A;,),en aus der Doob-Zerlegung monoton fallend (wachsend) ist.

Folgerung (Stoppsatz fiir Supermartingale). Sei (X,,),en ein Supermartingal und 7 ei-
ne beschriinkte Stoppzeit. Dann gilt
Xo > E(X,). (A.5)

Beweis: Sei X,, = M,,+ A,,, die Doob-Zerlegung des Supermartingals X,,; dabei ist A;,, monoton
fallend, es gilt also A; < Ap = 0. Nach dem Stoppsatz gilt E(M;) = My, es folgt

E(XT) = E(M‘r) + E(AT) < E(M‘r) = My = Xp.
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